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Vorbereitung

Fragen, Wiinsche, Feedback, usw. an teaching@mbkliesch.eu

Literatur: gerne eine Mail senden, wenn etwas in der Bibliothek fehlt

Umfrage zu Vorkenntnissen o Mechanik: Hamiltonfunktion
o Wahrscheinlichkeitstheorie ¢ Quantenmechanik
— o-Algebren — Wie wird ein Spin—%—Teilchen mathema-

— Zufallsvariablen, z.B. Varianz

tisch beschrieben?

— Und n Spin—%—Teilchen? Dimension?

— Momente und Kumulanten

— Dichtematrizen

— Zentraler Grenzwertsatz

o Anwesende studieren Physik/Medizin-

o Differentialformen Physik. Noch etwas anderes?

Formalien

Sciebo-Verzeichnis [6] (Material und Ubungsblitter)

Priifungsvoraussetzung: mindestens 50% der Punkte auf den Ubungsblittern
miissen erreicht werden und es muss ein Mal in einer Ubung vorgerechnet wer-
den.

Aquivalente Priifungszulassungen aus vorangegangen Veranstaltungen werden
anerkannt, sofern eine Bestédtigung vorliegt.

Die 1. Ubung findet in der 1. Vorlesungswoche statt, das 1. Tutorium in der
zweiten.

Es gibt eine zusitzliche Ubung Donnerstags 16:30h - 18:30h, falls sich zeitnahe
ausreichend viele Studierende anmelden.

Zusammenarbeit ist erlaubt, muss aber auf den Abgaben verwerkt werden.

Die Abgaben sollen nach Méglichkeit in Papierform erfolgen. Eine elektronische
Abgabe ist trotzdem moglich [10].



¢ Die 1. Klausur findet am 3.2.2020 um 11:30h—14:30h in den Hoérsédlen 2531.HS 5
K, L & J statt.
Die 2. Klausur wird voraussichtlich am 3.4.2020 stattfinden. Es sind werden
keine Hilfsmittel zugelassen sein.

« Die Klausur wird auf den Ubungszetteln und kurzen Verstindnisfragen zur Vor-
lesung basieren. In der Klausur wird es eine kurze Formelsammlung geben.

e Das Skript bietet eine Zusammenfassung der Vorlesung.



1 Einleitung

1.1 Motivation

Ziele der statistische Mechanik/Physik:
¢ Begrindung der Thermodynamik

o Genauere thermodynamische Voraussagen (z.B. Dissipations-Fluktuations- Aussagen,
Nichtgleichgewicht, .. .)

« Bereitstellung allgemein anwendbarer Methoden (z.B. Kosmologie, Okonomie)
o Untersuchungsobjekte: Vielteilchensysteme
Grundidee:

¢ Beschreibung makroskopischer Systeme, die sich aus mikroskopischen Teilchen
zusammensetzen.

— Der Mikrozustand eines Vielteilchensystem ist klassisch durch Phasenraum-
koordinaten £ = (q1,p1,.-.,qn,pN)T gegeben. Typischerweise ist N ~
6-1023.

e Aus den Anfangsbedingungen (Orte und Impulse) aller Teilchen ergibt sich
sdmtliche Information iiber das entsprechende makroskopische System.

o Kenntnisse aller Anfangsbedingungen: unrealistisch und fiir relevante Fragestel-
lungen unnotig

o Idee: Erfasse Nichtwissen/Ignoranz gegeniiber mikroskopischen Details mithilfe
von statistischen Methoden (wie Mittelung)

— Der Makrozustand wird durch wenige anwendungsrelevante makroskopi-
sche Variablen bestimmt.

o Wichtiges Beispiel: Ideales Gas im (Quasi-)Gleichgewicht. Physikalische ma-
kroskopische Grofien sind: Energie E, Temperatur V', Volumen V', Druck p,
Teilchenzahl N, chemisches Potential

Kurz: Die klassiche statistische Mechanik liefert probabilistische Beschreibungen be-
obachtbarer physikalischer Gréflen von Vielteilchensystemen.

Daher beginnt die Vorlesung mit Wahrscheinlichkeits- und Informationstheorie. Die
Informationstheorie fithrt zum Jaynesschen Prinzip der maximalen Entropie. Dieses
Prinzip erlaubt das makroskopische Wissen iiber ein System effektiv zu nutzen und
liefert einen roten Faden fiir weite Teile der statistischen Mechanik und Thermody-
namik.

Auf diesen mathematischen Teil folgt der physikalische Teil der Vorlesung, s. Inhalts-
verzeichnis.



Begriffskldrung: Die Statistik is die Wissenschaft des Umgangs mit Daten, was deren
Sammlung, Aufbereitung, Analyse, Interpretation und Présentation mit einschlieft.
Die mathematische Statistik ist die Wissenschaft der Anwendung von Wahrscheinlich-
keitstheorie auf die Statistik. Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Wissenschaft der
mathematischen Modellierung von Zufallsgeschehen, deren zentralen Objekte zuféllige
Ereignisse, Zufallsvariablen und stochastische Prozesse sind. Die Stochastik umfasst
die Wahrscheinlichkeitstheorie und die mathematische Statistik.

Die statistische Physik ist das Fachgebiet, welches die Stochastik auf physikalische
(oder physikalisch motivierte) Fragestellungen anwendet (stochastische Physik wére
ein zutreffenderer Begriff). Haufig wird statische Mechanik als synonym fiir statis-
tische Physik verwendet. Man meint damit doch meist konkreter die Physik vieler
mikroskopiescher Teilchen, die mithilfe der Stochastik formalisiert wird.

1.2 Notation

(i) {x1,x9,...} bezeichnet die ungeordnete Menge und (x1,zso,...) die geordnete
Menge von Elementen x1,xo,. ...

(ii) 0 := { } bezeichnet die leere Menge.

(iii) Die Potenzmenge einer Menge €2 ist die Menge aller Teilmengen von 2 und wird
mit P(Q) bezeichnet.

(iv) Fir A, B C Q bezeichnen ANB, AUB, A\ B jeweils den Schnitt, die Vereinigung
und die mengentheoretische Differenz von A und B.

(v) Fiir eine natiirliche Zahl n setzen wir

[n] ={1,2,...,n}. (1.1)

(vi) Die Ableitung einer Funktion f : R™ — R wird mit df bezeichnet und wir fassen
df als Abbildung df : R" — L(R",R) auf, wobei L(R™,R) den Vektorraum
der linearen Abbildungen von R™ nach R bezeichnet; hdufig wird L(R™, R) mit
Zeilenvektoren identifiziert. Der Gradient Vf : R® — R” ist der duale Vektor
zu df; haufig als Spaltenvektor geschrieben.

(vii) Haufig bezeichnet man die Koordinatenfunktion R” — R, z +— z; ebenfalls
mit z;. Da die Koordinatenfunktion x; linear ist, ist dz; : R®™ — L(R™,R) eine
konstante Funktion. Genauer: Wenn wir dz; bei p € R™ auswerten erhalten wir

P
Damit kann man df als
df=>" axidxi (1.3)
i=1

schreiben.

(viii) Eine Funktion f :R™ — R heifit konvex falls
fOz+ (1= Ny) <Af(2) + (1= A)f(y) (1.4)
fur alle z,y € R™ und X € [0,1].

Informationen, die nicht in der Vorlesung behandelt wurden sind in Grau geschrieben,
bzw. haben eine graue Uberschrift.



1.3 Wahrscheinlichkeitstheorie

1.3.1 Ereignisse und WahrscheinlichkeitsmaBe
1.3.1.1 Ereignisraume

o Ein Mengensystem X C P(2) (Potenzmenge) iiber einer Menge € heifit o-
Algebra wenn

(i) Qe
(if) @\ A € X fiir alle A € ¥ (abgeschlossen unter Komplementen), und
(i) Uj2, 4j € ¥ fir alle A, Ay --- €5
(abgeschlossen unter abzéihlbaren Vereinigungen).

o Ein Ereignisraum ist ein Tupel (2,X) wobei X C P(Q) eine o-Algebra ist.
Beispiele:
— Wiirfel: 2 = {1,...,6} und ¥ = P(Q)
— Punktteilchen in 1D (reelle Zahlen): @ = R und ¥ & P(9).

Die Menge ¥ ist haufig die Borel o-Algebra. Die Details sind nicht wichtig
fiir die Vorlesung, doch es sei gesagt dass ¥ = P(Q) zu keinem konsistenten
Wahrscheinlichkeitsbegriff fithren kann (Banach-Tarski-Paradox).

o Ereignisse werden durch Elemente von ¥ modelliert, z.B. {1, 3,5} wird mit dem
Ereignis ,,der Wiirfel zeigt eine ungerade Augenzahl®“ identifiziert.

e Logische Operationen fiir A, B € ¥ sind

NOT A=0Q\ A
AAND B=ANB
AORB=AUB
AXOR B = AAB

wobei AAB = (AU B)\ (AN B) die symmetrische Differenz bezeichnet.
¢ Eine o-Algebra ist insbesondere abgeschlossen unter diesen Operationen.

o Freiwillige Ubung: Zeigen Sie folgendes:
— (P(Q2),A,nN) ist ein Ring

— Dieser Ring ist auch eine Algebra iiber dem Korper {0, 1} mit den Opera-
tionen 0- A =0 und 1- A = A.

— Damit ist eine o-Algebra ¥ C P(Q2) eine Unteralgebra.

— Umgekehrt ist eine Unteralgebra ¥’ C P () auch eine o-Algebra, falls (i)
Q € ¥ und (ii) ¥’ abgeschlossen unter abzéahlbaren Vereinigungen ist.

1.3.1.2 WahrscheinlichkeitsmaBe

Zwei Mengen A, B C § heilen disjunkt, wenn AN B = ().
Definition 1.1 ((Wahrscheinlichkeits)mafle [A. Kolmogorov 1930er]):

Ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf einem Ereignisraum (€2, X)) ist eine Abbildung
P:¥—>R, (1.6)

die folgendes erfullt:
(i) 0 <P[A] <1 fur alle A € X,
(ii)) P[Q] =1, und



(iii) PP ist o-additiv, d.h.
P{U AJ} = P4;] (1.7)
=1l j=1

fiir alle paarweise disjunkte Ereignisse Ap, A, ... € X.
Ein Maf$ p: ¥ — R ist dhnlich definiert, wie ein Wahrscheinlichkeitsmaf}, nur
dass p > 0 anstelle von (i) und (ii) gelten muss.

Das Tripel (2,3, P) wird Wahrscheinlichkeitsraum und (2, %, u) Maffraum genannt.
Fir Q = R™ nennt man die durch

F(t) = P[(—o00,t1] X -+ x (—00, t,]] (1.8)

definierte Funktion (kummulative) Verteilungsfunktion. Falls P eine Wahrscheinlich-
keitsdichtefunktion hat (s.u.), so ist diese als Ableitung von p gegeben.

Bemerkung: Praktisch wird der o-Algebra meist wenig Aufmerksamkeit geschenkt.
Es geniigt in den fiir uns relevanten Félle simtliche Eigenschaften von P auf gutartigen
Mengen wie z.B. offenen oder abgeschlossenen Mengen oder beliebigen Intervallen zu
iiberpriifen.

Es folgt aus der Definition eines Mafles z.B. dass P[A] < P[B] durch A C B impliziert
wird (Ubungsaufgabe).

1.3.1.3 Diskrete und kontinuierliche WahrscheinlichkeitsmaBe

Es gibt zwei fiir uns wichtige Klassen von Wahrscheinlichkeitsmaflen:
(i) Ein Kontinuierliches oder (oder absolutstetiges) Wahrscheinlichkeitsmaf3 auf R™
ist durch eine Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion (WDF) p : R™ — [0, 1] gegeben,
d.h., p ist integrierbar ist und

P[A] :/Ap(sc)dx (1.9)

fir alle A € X.
(if) Wir nennen ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf R™ diskret (oder rein atomar) falls
eine abzéhlbare Menge I' = {x1, zo, ...} C R™ existiert, so dass

PlA]= 3 Pl{x)] (1.10)

zeAND

fiir alle Ereignisse A € X.
Dann ist P[R™ \ T'] = 0.
Die Funktion p : R™ — [0, 1], 2 — p, = P[{z}] nennt man auch Wahrscheinlich-
keitsfunktion oder Zahldichte.
Das Maf3
1 fall A
5,(A) = { A e (1.11)
0 sonst
nennt man auch Diracmafl (es mithilfe der Dirac-Delta-,funktion® geschrieben
werden). Damit 14sst sich das diskrete Maf (1.10) auch als Konvexkombination

P= > p.ls (1.12)

z€R™

schreiben.



Falls p,, # 0 fiir nur endlich viele z nennt man es auch Wahrscheinlichkeitsvektor.
In diesem Fall ist

. Ny
pe = Jim o (1.13)

wobei der das Ereignis x bei N gezogenen Ereignissen N, Mal auftritt.

2. VL

1.3.1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und unabhangige Ereignisse

Fir P[B] > 0 definiert
P[AN B]
P[B]

die durch B bedingte Wahrscheinlichkeit von A; hier ist ein XKCD! dazu. Zwei Er-
eignisse A und B sind (stochastisch) unabhingig wenn P[A N B] = P[A]P[B]. Also,
fiir P[B] > 0 wenn P[A|B] = P[A].

Aus der Definition (1.14) folgt die Ketten- oder Produktregel,

P[A|B] = (1.14)

P[AN B] = P[A|B]|P[B]. (1.15)
Auflerdem folgt direkt Bayes Theorem

A|BIP[B]

P(B|A] = 1] P (1.16)

fiir P[A] # 0 # P[B].

1.3.1.5 Zusammensetzen von Wahrscheinlichkeitsraumen

Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsraume (€, %1, P(M)) und (Qg, ¥z, P?)) kénnen wir den
zusammengesetzten Wahrscheinlichkeitsraum (€2, ¥, P) bilden, wobei Q = Q1 x Qs
(kartesisches Produkt) und das Produktmaf tiber

P[A; x Ag] = PM[A]PP)[4,], (1.17)

wobei 4; € £ und Ay € ¥, definiert wird. Falls P und P2 Zihldichten p® und
p® haben, ist die Zahldichte p von dem Produktma8 P iiber

Py = Pt (1.18)

gegeben. Falls P und P WDFen p® : Q; — [0,1] und p® : Q5 — [0,1] haben,
ist die WDF p von dem Produktmafl P iiber

p(z,y) = p (2) PP (y) (1.19)

gegeben.

1.3.1.6 Marginalverteilung

Gegeben einen Wahrscheinlichkeitsraum (97 x g, 3, P) konnen wir die Marginalver-
teilung auf Q; bilden. Sie ist durch ein Wahrscheinlichkeitsma P() auf Q; gegeben
mit

PU[A] = P[A x Q] (1.20)

fiir Ereignisse A C ;. Falls IP eine Zahldichte p hat ist sie durch Wahrscheinlichkeiten
der Form p(; jy mit i € Q; und j € Q2 gegeben und die Marginalverteilung hat die

Thttps://xked.com/795/
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Zahldichte p™) mit

1
P = > pi) - (1.21)
JEQ

Falls P eine WDF p hat, hat die Marginalverteilung die WDF p : Q; — [0, 1] mit
p(z) = / p(z,y)dy. (1.22)
Q2
Ahnlich ist die Marginalverteilung auf €25 definiert.

1.3.1.7 Zusammenfassung

o FEreignisse werden durch Teilmengen modelliert, Mengenoperationen entspre-
chen logischen Operationen.

o Wahrscheinlichkeitsmafle weisen Ereignissen Wahrscheinlichkeiten zu.
o Diskrete und kontinuierliche Wahrscheinlichkeitsmafle sind wichtige Beispiele.

o Kettenregel und stochastisch unabhéngige Ereignisse

1.3.2 Zufallsvariablen

Motivation: Wir wollen z.B. die Augenzahl eines Wiirfels als eine Variable auffassen,
die mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung assoziiert ist.
Sei (2,3, P) ein Mafiraum. Eine reelle Zufallsvariable ist eine Abbildung

X: Q>R (1.23)

die bestimmte Konsistenzbedingungen erfiillt (sie muss messbar sein). Diese Konsis-
tenzbedingungen sind automatisch fiir alle in der Vorlesung auftretenden und an-
schaulich vorstellbaren Funktionen erfillt. Haufig werden alle Details zur o-Algebra
verschwiegen, was wir hier auch tun. Per Definition wird P als die Wahrscheinlich-
keitsverteilung von X aufgefasst.

Kurz: Eine Zufallsvariable ist eine Funktion mit einer assoziierten Wahrscheinlich-
keitsverteilung.

Hiufig wird das zu X zugehorige Maf auch als Px bezeichnet. Ahnlich wird die zuge-
horige Verteilungsfunktion mit F'x und die WDF, falls sie existiert, mit px bezeichnet.

Die Definition von Zufallsvariablen kann direkt auf vektorwertige Zufallsvariablen
verallgemeinert werden.

Definition 1.2 (Zufallsvektor):

Sei (Q, X, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Wir fassen den RY ebenfalls als ein
Ereignisraum auf (ausgestattet mit der Borelschen o-Algebra). Dann ist ein
Zufallsvektor (im RY ) eine Abbildung

X:Q->RY, (1.24)

die sehr milde Konsistenzbedingungen erfiillt (sie muss messbar sein). Im Fall
N =1 nennt man X Zufallsvariable.

Fiir die fiir uns wichtigen diskreten und kontinuierlichen Mafle (Abschnitt 1.3.1.3) ist
es duflerst schwierig, Abbildungen zu konstruieren, welche die erwdhnten Konsistenz-
bedingungen verletzten, also nicht messbar sind. Daher wird diese Aspekt nicht weiter
betrachtet.
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H&ufig betrachten wir Ereignisse der Form
{(XecA=X"1A) ={weQ: X(w)c A}, (1.25)

d.h. das Ereignis dass X einen Wert annimmt, der zu einem Ereignis A C € gehort.
Ahnlich wird
{X<z}={we: X;j(w)<z;Vi=1,...,N}, (1.26)

{X =z}, {X € A} usw. definiert. Man schreibt meistens P[X € A] :=P[{X € A}].
Jeder Zufallsvektor (1.24) hat auch eine Verteilungsfunktion, die durch

Fx:RYN SR

x— P[X <z (1.27)

gegeben ist. Sie stimmt mit der Verteilungsfunktion von dem zu X zugehorigen Maf3
iiberein (schnelle Ubungsaufgabe).

Wir sagen, dass ein Zufallsvektor X im RY eine WDF hat, falls das zugehérigen
Wabhrscheinlichkeitsma$l eine WDF px hat. In diesem Fall ist

Fx(o) = [ Yy / " dun ox (). (1.28)

Es ist hilfreich zu bemerken, dass die Verteilungsfunktion (1.27) nicht explizit vom
Ereignisraum {2 abhéngt.

Beispiele 1.3:

e Die Augenzahl X eines Wiirfels ist eine Zufallsvariable. Wenn der Wiirfel
fair ist, spricht man auch von einer gleichverteilten Zufallsvariable.

o Jede Funktion der Augenzahl eines Wiirfels ist eine Zufallsvariable. Zum
Beispiel kann man eine Zufallsvariable Y definieren, die 0 annimmt, falls
der Wiirfel eine gerade Augenzahl hat und 1 sonst.

o Die Wahrscheinlichkeit, dass eine ungerade Zahl gewiirfelt wurde ist
P[X € {1,3,5}], wobei X die Augenzahl ist.

o In der statistischen Mechanik spielen zuféllig Phasenraumkoordinaten der
Form & := (q1,p1,-.-,qn,pN)T eine zentrale Rolle. Diese sind Zufallsvek-
toren im ROV,

1.3.2.1 Unabhiangige Zufallsvariablen

Der Begriff der statistischen Unabhéngigkeit kann von Eregnissen auf Zufallsvariablen
und -vektoren erweitert werden.

Definition 1.4 (Unabhingige Zufallsvektoren):

Man nennt zwei Zufallsvektoren X : @ - RY und YV : Q@ —» RY unabhdngig
wenn

P[X € A AND Y € B]=P[X € A|P[Y € B| (1.29)
fiir alle Ereignisse A € RY und B ¢ RV -
Fir Zufallsvariablen geniigt es, die Unabhingigkeit auf Intervallen der Form A =
(00,a] und B = (00,b] zu iiberpriifen, d.h. fiir abhéingige Zufallsvariablen gibt es a

und b, so dass die entsprechenden Intervalle die obige Gleichung verletzen. Eine dhn-
liche Aussage mit mehrdimensionalen Intervallen kann fiir Zufallsvektoren gemacht
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pics/Riemann_vs_Lebesgue.png

Abbildung 1.1: Fiir eine gegebene Funktion kénnen approximierende Treppenfunktionen auf zwei
Weisen konstruiert werden. (i) Eine equidistante Unterteilung der x-Achse (oben) fiir zur Defi-
nition des Riemann-Integrals. (ii) Eine equidistante Unterteilung der y-Achse (unten) fiir zur
Definition des Lebesgue-Integrals. Zur Integration wird jeweils ein MaB auf dem Definitionsbe-
reich bendtigt. Fir nicht-negative Funktionen gilt: Wenn sowohl Riemann-Integral als auch das
Lebesgue-Integral existieren sind sie auch gleich.

werden. Zufallsvektoren X und Y sind also unabhéngig, wenn ihre Verteilungsfunk-
tionen faktorisieren, d.h. dass

Fixyy(@,y) = Fx (2)Fy (y) (1.30)

fiir alle z,y. Falls (X,Y) eine WDF p hat und X und Y unabhingig sind, so faktori-
siert diese ebenfalls,

p(z,y) = px(z)py (y), (1.31)

wobei px und py dann die jeweiligen WDFen von X und Y sind. Eine analoge Aussage
gilt, wenn (X,Y") eine Zahldichte hat.

1.3.2.2 Erwartungswerte

Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, ¥, 1) ist immer ein Integral

o / f(w) dpu(w) (1.32)

fiir hinreichend , gutartige,, (d.h. messbare) Funktionen f definiert. Eine konstante
Funktion C' : © — R mit C(w) = ¢ kann ganz einfach tiber eine Menge A € ¥
integriert werden:

/AC’(w) dp(w) = cu(A). (1.33)

Eine zentrale Eigenschaft des Integrals (1.32) ist, dass es linear ist. Damit ist klar,
wie Treppenfunktionen integriert werden. Wenn f eine ausreichend gutartige Funk-
tion ist, kann sie durch Treppenfunktionen approximiert werden, s. Abbildung 1.1.
Durch immer genauer werdende Approximationen kann dann ihr Integral berechnet
werden. Das fithrt zum Integral fiir die kontinuierlichen und diskreten Wahrschein-
lichkeitsmafe aus Abschnitt 1.3.1.3.

(i) Wenn ein Zufallsvektor X im RY kontinuierlich verteilt ist, d.h. ein kontinuier-

liches Wahrscheinlichkeitsmaf hat, dann hat er auch eine WDF p.
(i) Wenn ein Zufallsvektor Y im RY diskret verteilt ist hat er eine Zihldichte p.

Definition 1.5 (Erwartungswert):

Seien X,Y : R® — RY Zufallsvektoren mit jeweiligen Warscheinlichkeitsmafen
pund v. X habe eine WDF p und Y : R® — R¥ eine Zihldichte p. Dann sind
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die Frwartungswerte dieser Zufallsvektoren jeweils als

E[X] = /Xd,u = - X(w)dp(w) = . X (w) p(w) dw
(1.34)

E[Y] = /YdI/E - Y (w)dv(w) = Z Y (w) po

weR™

gegeben, falls sie existieren. Anderenfalls nennt man den entsprechenden Zu-
fallsvektor nicht integrierbar.

Héufig schreibt man auch (X) = E[X], Ex~,[X], Ex~,[X], Ey~,[X] fiir die entspre-
chenden Erwartungswerte.

Sei nun f : RY — RM eine (messbare) Funktion und X ein Zufallsvektor im RY.
Dann ist f(X) ein Zufallsvektor im R und kann entsprechend auch wieder einen
Erwartungswert E[f(X)] haben.

Freiwillige Ubungsaufgabe: Betrachten Sie die beiden Fille (i) dass X eine WDF
und (ii) eine Zahldichte hat. Berechnen Sie die WDF/Z#hldichte von f(X) fur den
Spezialfall, dass f injektiv ist.

Hier sind wichtige Beispiele fiir E[f(X)] (wir nehmen an, dass alle auftretenden Er-
wartungswerte existieren):

o Die Varianz einer Zufallsvariablen X ist Var[X] = E[(X — E[X])?]. Daraus
ergibt sich die Standardabweichung /Var[X].

e Die Kovarianz von zwei Zufallsvariablen X und Y mit gleichem Ereignisraum
Q ist
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])

= E[XY] - E[X]E[Y]. (1.35)

o Die charakteristische Funktion eines Zufallsvektors X ist iiber

¢x(q) = E[exp(i (g, X))] (1.36)

definiert, wobei (-, -) das kanonische Skalarprodukt auf RY bezeichnet. Hiufig
schreibt man auch nur ¢ anstelle von ¢ x wenn klar ist, welcher Zufallsvektor
gemeint ist.

Die Varianz Var[X] ist misst, wie stark X streut, d.h. wie groBs die erwartete qua-
dratische Abweichung vom Mittelwert E[X] ist.

1.3.2.3 Korrelationen

Zwei Zufallsvariablen X, Y heiflen unkorreliert, falls
E[XY] = E[X]E[Y] (1.37)
ist. Zum Beispiel gilt:
XY wnabhingig = E[f(X)g(Y)] = E[f(X)|Elg(Y)] (1.38)

fir alle (messbaren) Funktionen f und g (schnelle Ubungsaufgabe). Doch es gibt
auch Zufallsvariablen, die nicht unabhéingig aber unkorreliert sind (Ubungsblatt). Die
Kovarianz Cov(X,Y) ist ein Ma8 fiir die Korrelationen von X und Y.

Anschauung: Bei medizinischen Patienten ist eine hoher Alkoholkonsum korreliert mit
Lebererkrankungen. Man beachte, dass weder ein hoher Alkoholkonsum das auftreten
einer Lebererkrankung impliziert noch umgekehrt, hier ist ein XKCD? zu dieser Tat-
sache.Zufallsvariablen kénnen auch antikorreliert sein (negative Kovarianz), z.B. das

2https://xked. com/552/
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regelméfBige Betreiben von Ausdauersport ist antikorreliert mit dem Auftreten von
Herz-Kreislauf-Erkrankungen.

3. VL

1.3.2.4 Momente, Kumulanten

In diesem Abschnitt betrachten wir Zufallsvariablen. Das k-te Moment einer Zufalls-
variablen X ist E[X*]. Beispielsweise ist die Varianz Var[X] = E[X?]—E[X]? (schnelle
Ubungsaufgabe), also ein Polynom von Momenten.

Aus der characteristischen Funktion ¢ von X lassen sich alle Momente mj berechnen,
falls sie existieren:

my, = E[X*] = (—i)*¢®™(0)  (k-te Ableitung) (1.39)

(schnelle Ubungsaufgabe), d.h. die charakteristischen Funktion dient als Momenten-
erzeugende. Wir nehmen nun an, dass alle Momente existieren ist. Dann ist

00 i k
2OEDY ( Z') e (1.40)
k=0

Es gilt ¢(0) = 1. Damit kann In(¢(q)) als Potenzreihe um ¢ = 0 entwickelt werden,
was wir als

np(g) =) (Z? K (1.41)

k=1

schreiben. Diese Entwicklung heifit Kumulantenentwicklung und die Entwicklungsko-
effizien ki heiflen Kumulanten von X. In ¢ wird Kumulantenerzeugende von X genannt
und es gilt

dlc

dg*

k Inp(q) . (1.42)

q=0

R = (7i)

Durch direktes Differenzieren oder indem man die Reihenentwicklung In(1 + z) =

Z,Zil(fl)kﬂ% auf In(p) anwendet und (1.40) einsetzt findet man die ersten Kumu-
lanten (freiwillige Rechenaufgabe)

K1 =my (1.43)
Ko =My —m? = iy (1.44)
K3 = M3 — 3mamy + 2m3 = us (1.45)
Ka = g — 345, (1.46)

wobei py, == E[(X — E[X])*] das k-te zentrale Moment von X bezeichnet (per Kon-
vention setzte man p = p = my).

1.3.2.5 Normalverteilung und zentraler Grenzwertsatz

Die Normalverteilung nimmt eine gewisse Sonderstellung unter den Wahrscheinlich-
keitsverteilungen ein, was durch den zentralen Grenzwertsatz gerechtfertigt werden
kann. Man schreibt X ~ N (u,0?) falls X die WDF

1 (z —p)?
plx) = Jongt exp (—W> (1.47)
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hat und nennt X dann normalverteilt mit Erwartungswert u und Varianz o*. Wir
bezeichnen die Korrespondierende Verteilungsfunktion mit

D, 2(2) = /j p(x)de. (1.48)

Freiwillige Ubungsaufgabe: Uberpriifen der Normiertheit und dass die charakteristi-
sche Funktion durch

, 1
Puo2(q) = exp (mq - 202q2> (1.49)

gegeben ist.
Damit ist die Kumulantenerzeugende durch

1
M0 () =ipg = 50°¢" (1.50)

gegeben und die Kumulanten (1.42) ergeben sich als

K1 = (1.51)
Ky = 0° (1.52)
k=0 VE>3. (1.53)
Satz 1.6 (Zentraler Grenzwertsatz):
Seien X1, Xa,..., Xy unabhéngige Zuvallsvariablen mit existierenden ersten

und zweiten Momenten und setze

Z (1.54)

ﬂ\

Dann gilt fiir jedes z € R

A}i_I)nOOIF’[ZN <zl =9, 52(2) (1.55)
wobei
o
= lim — il s
= N—oo /N = ¢
B (1.56)
1N
2 _ - .
o = A}gnoo N Z;Var[Xl] .
Bemerkungen:

¢ Insbesondere konvergiert das empirische Mittel

N
Z (1.57)

gegen eine Gaussverteilung die beliebig scharf um den mittleren Mittelwert der
X; konzentriert ist.

Z\H

o Die Zufallsvariablen (X;) kénnen diskret verteilt sein. Der Grenzwert (1.55)
ergibt eine kontinuierliche Verteilung.

Fiir den folgenden Beweis ist folgende Beobachtung zur charakteristischen Funktion
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(1.36) hilfreich. Fiir unabhéngige Zufallsvektoren X und Y gilt

ex+v(q) = Elexp(i(g, X)) exp(i(g,Y))]
= Elexp(i{g, X))] Elexp(i(q, Y))] (1.58)
= vx(q) ey (q)-

Aus der Definition (1.36) folgen auch direkt dass

pax(q) = vx(Ag) (1.59)

fiir alle A € R und gq.
Sei X nun eine Zufallsvariable. Dann gilt weiterhin, dass

orrx(q) = epx(q) (1.60)

fir alle A € R und ¢q. Falls X eine WDF p hat finden wir ihre charakteristische

Funktion ¢
1
dge19® 1.61
pla) = 5 [ dae ™ o(a) (1.61)

unter der Benutzung der Fouriertransformation und ihrer Inversen.

Beweis von Satz 1.6. Fiir unseren Beweis nehmen wir an, dass alle Kumulanten /{,&Xﬂ)
existieren und uniform in ¢ beschrankt sind.

Wir verwenden die Notation ¢[X](q) = ¢x(¢) und p; = ¢x,. Dann ist

Inpz(q) =g lz Xi] (¢/VN)

(1.62)

N
Z n¢i(g/VN)
fiir jedes ¢. Nun fixieren wir ¢ und benutzen die Kummulantenentwicklung (1.41),

lnpz(q) = ii <1q/\ﬁ> (Xi)

1=1 k=1

> (@E /\/>—fq Var| i]/N) +0(1/VN) (1.63)

i=1

= ing — 500" + O(1/VN)
=In Pu,o2 (Q) + O(l/\/ﬁ) .

Daraus folgt
lim ¢z(q) = ¢u02(q) (1.64)

N—o00

fiir alle ¢ € R. Diese punktweise Konvergenz von ¢z impliziert die punktweise Kon-
vergenz der Verteilungsfunktion von Z (Stetigkeitssatz von Lévy). O

1.4 Informationstheorie

Die Informationstheorie wurde von Claude Shannon (1948) begriindet und beschéf-
tigt sich mit Quantifizierung, Speicherung und Ubertragung von Informationen. Das
umfasst insbesondere, Datenkodierung und -kompression.

Die Quantifizierung von Information lasst sich besonders gut mithilfe von Kompres-
sion veranschaulichen. Wir nehmen an, dass wir unabhéngige Stichproben einer Zu-
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fallsvariable X bekommen, welche m unterschiedliche Werte « € {a1,az,...,a,}
annehmen kann. Wir bezeichnen die Wahrscheinlichkeiten dieser Werte mit

pi = PX =aq, i1=1,2,....m (1.65)

und nehmen an, dass diese Werte (und auch die a;) explizit bekannt sind.

Wir betrachten nun N unabhéngige Stichproben von X, d.h. wir betrachten N un-
abhingige Kopien Xi,..., Xy ~ p von X. Man spricht hier auch von N unabhdngig
und identisch verteilte Zufallsvariablen (kurz: iid. fir independent and identically
distributed).

o Wie viele Bits (bindre Variablen) werden bendtig, um eine Stichprobe von
(X1,...,Xn) zu speichern?

Eine Méglichkeit fiir eine Speicherung wire a; jeweils mit der Bindrdarstellung von 4
zu kodieren. Dieses Kodierungsschema bendétigt [log,(m)] N viele Bits, wobei [z] =
min{k € Z : = <k} das Aufrunden bezeichnet.

Ubung: Finden Sie Beispiele, wo weniger Bits zur Kodierung benétigt werden.

1.4.1 Shannon-Entropie

Die Shannon-Entropie oder auch nur Entropie stellt sich als ein sinnvolles Informa-
tionsmafl heraus. Sie kann als ein Maf} fiir die ,Zufélligkeit* einer Zufallsvariable
aufgefasst werden.

Definition 1.7 (Shannon-Entropie):

Sei X ein Zufallsvektor mit Zahldichte p. Dann ist die Entropie (zur Basis
b>0) von X als

H(X):=H(p) = — Zpi logy,(p:) (1.66)
definiert.

Die Basis b legt eine Informationseinheit fest, die meistens aus dem Kontext heraus
klar ist. In der Informatik, wo Informationen von Bits getragen werden, wird typi-
scherweise b = 2 gewahlt. In der statistischen Physik wéhlen wir die Einheiten so dass
die Entropie als

S(X) =~k Y _ piln(p;) (1.67)
gegeben ist, wobei kg die Boltzmannkonstante bezeichnet.

Eigenschaften:

(i) Fir diskret verteilte Zufallsvariable X gilt H(X) > 0. Falls X eine “konstante”
Zufallsvariable ist, gilt H(X) = 0, d.h., falls P[X = z] = 1 fir irgendein  und
P[X = y] fur alle y # «.

(ii) Sei X eine gleichverteilte und Y eine beliebige Zufallsvariable auf {a1, ag, . .., am }.
Dann ist H(Y) < H(X) = log,(m).

(iii) Die Entropie ist konkav:
H(Ap+ (1= X)g) = AH(p) + (1 - \)H(q) (1.68)

fir alle A € [0, 1] und Wahrscheinlichkeitsvektoren p, ¢ € [0, 1]™. Diese Eigen-
schaft folgt aus der Konkavitét des Logarithmus (kurze Ubungsaufgabe).
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(iv) Die Entropie additiv fir unabhéngige Zufallsvektoren X und Y:
H((X,Y)) = H(X) + H(Y) (1.69)

(einfache Ubungsaufgabe). Allgemein kann man mithilfe der Nichtnegativitiit
der Kullback-Leibler-Divergenz (1.76) zeigen, dass fiir eine Zahldichte p mit
Marginalverteilungen p(* und p®) immer

H(p) < H(p"M) + H(p®) (1.70)

gilt. Wir werden diese Eigenschaft spéter beweisen (Lemma 1), wenn wir Verall-
gemeinerungen der Shannon-Entropie und Kullback-Leibler-Divergenz auf Quan-
tenzustande kennengelernt haben.

Satz 1.8 (Shannons Kodierungs-Satz (informell) [/, Kap. 5]):

N iid. diskrete Zufallsvariablen, die jeweils die Entropie H(X) haben, kénnen
in mindestens N H(X) viele Bits komprimiert werden, wobei die Wahrschein-
lichkeit von Datenverlust im Limes N — oo verschwindet.

Falls die Zufallsvariablen in weniger als N H(X) Bits komprimiert werden,
konvergiert die Wahrscheinlichkeit Daten zu verlieren gegen 1.

4. VL

Wir kénnen die Entropie als Erwartungswert schreiben. Dafiir machen wir aus der dem
Wahrscheinlichkeitvektor (p;) selbst eine Zufallsvariable, indem wir die Zufallsvariable
X mit Bild {é} fiir ¢ einsetzen, was p,—x = px ergibt (also eine Zufallsvariable mit
dem gleichen Ereignisraum wie X und endlich vielen Werten in [0, 1]). Wir definieren
den Informationsgehalt von i bzgl. p als

(1) == —logy (pi) (1.71)

und erhalten damit
H(X)=E[(X)]. (1.72)

Der Informationsgehalt ¢ gibt an, wie iiberraschend es ist, einen bestimmten Wert fiir
X zu beobachten: je unwahrscheinlicher ein Wert ist, desto tiberraschender ist er. In
diesem Sinne gibt die Entropie den mittleren Informationsgehalt einer Zufallsvariablen
X an, der durch die Kodierung gespeichert werden muss.
Der Informationsgehalt kann auch axiomatisch hergeleitet werden. Dazu verlangen
wir, dass

1. ¢ stetig ist,

2. u(j) = f(p;) fur eine Funktion f, und

3. ¢ additiv ist.
Um den letzten Punkt genauer zu formulieren, seien X,Y ~ p zwei iid. Zufallsvaria-
blen mit Wahrscheinlichkeitsvektor p € [0, 1]™. Dann ist der Wahrscheinlichkeitsvektor
von (X,Y) durch Py jy = pypj mit 4,5 € {1,...,n}. Additivitdt des Informationsge-
halts bedeutet

(X, Y) =u(X)+u(Y). (1.73)

Dass kann i.A. nur gelten, wenn

f(pipj) = f(pi) + f(p)) (1.74)

fiir alle 4 und j und alle Wahrscheinlichkeitsvektoren p. D.h. wir suchen eine nichttri-
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viale Funktion f : [0, 1] — R, welche die Funktionalgleichung

flzy) = f(@) + f(y) (1.75)

erfillt. Aulerdem ist es sinnvoll zu fordern, dass der Informationsgehalt ¢ stetig ist.
Daraus folgt ¢(x) = log, () fiir alle x € [0, 1] und eine freie Konstante b (ohne Beweis).

1.4.2 Kullback-Leibler-Divergenz (Zusatzinfo)

Was passiert nun, wenn man in der Situation von Shannon-Kodierung einen Code fiir
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung p benutzt, der fiir eine andere Wahrscheinlichkeits-
verteilung ¢ optimiert wurde? In diesem Fall werde zusétzliche Bits zur Speicherung
der von p gezogenen Daten notwendig (Satz 1.8). Man kann zeigen [9, Kapitel 2.3],
dass im Limes vieler Daten die Zahl der zusitzlich bendtigten Bits genau ND(pl|q)
betragt, wobei N die Zahl der iid. gezogenen Buchstaben aus {ay, ..., ay, } und D(pl||q)
wie folgt definiert ist.

Definition 1.9 (Relative Entropie):

Seien p und ¢ zwei Zahldichten auf dem gleichen Ereignisraum. Die relative
Entropie oder auch Kullback-Leibler-Divergenz zwischen p und ¢ ist

D(pla) = Dxewlla) = -3 s 1n(j)—§) . (1.76)

Eigenschaften:

(i) Fir alle Wahrscheinlichkeitsverteilungen p und ¢ ist
D(plg) = 0 (1.77)
(der Beweis folgt spater) und
D(pllp) = 0. (1.78)
Die Nichtnegativitiat werden wir spiter ausnutzen.

(ii) Falls p, > 0 fir ein z mit ¢, = 0 ist D(p||q) = oc.
(iii) Im Allgemeinen ist D(pl||q) # D(q||p)-

1.4.3 Differentielle Entropien

Wir benétigen auch einen Entropiebegriff fiir kontinuierlich verteilte Zufallsvariablen.
Dazu fixieren wir eine Zufallsvariable X mit stetiger WDF p : R — [0, 1]. Dann fiithren
wir eine Diskretisierung von R ein,

R =[J@A, (i+1)4], (1.79)
i€l
wobei 1> A > 0. Dem Intervall [Aé, A(i + 1)] kénnen wir die Wahrscheinlichkeit
(+1)A

pai =PX € (iA, i+ 1)A]] = /A p(z)de = A p(iA) (1.80)
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zuordnen. Dies fithrt zu der Entropie der diskretisierten Verteilung

Ha(p) = H(pa) = = > _ Ap(iA) In(A p(iA))

i€Z
== Ap(iA) (In(p(iA)) + In(A)) (1.81)
i€EZ
~ =Y Ap(iA)In(p(iA)) — In(A).
€L

Der Term In(A) hdngt nicht von der Verteilung p ab, weshalb wir ihn einfach weglassen
konnen. Daher definieren wir die (differentielle) Entropie von p als

H(p) = — hm Z A p(iA)In(p(iA)) = /Rp(x) In(p(x)) dz. (1.82)
ZEZ

Die Verallgemeinerung dieser Idee auf mehrdimensionale Ereignisrdume fithrt zu der
folgenden Definition der (differentiellen) Entropie.

Definition 1.10 (Entropien fiir kontinuierliche Verteilungen):

Die Entropie eines kontinuierlich verteilten Zufallsvektors X mit WDF p :
RY — [0,1] ist als

H(X) = H(p) = = [ plo) og(p(e) do (1.83)
definiert.
Die relative Entropie zwischen WDFen p : RN — [0,1] und o : RN — [0, 1] ist
als ()
o(x
D(p|lo) = —/ plx log<> dx 1.84
(pllo) - () @) (1.84)
definiert.

Die differentielle Entropie H erbt alle Eigenschaften der Shannon-Entropie, bis auf
(i) und (ii), d.h. die Entropie kontinuierlicher Verteilungen kann beliebige Werte in R
annehmen und insbesondere negativ werden. Das wird uns aber nicht stéren, da wir
in der statistischen Physik an Entropiedifferenzen und -anderungen interessiert sind.

Die differentielle relative Entropie D erbt alle Eigenschaften der relativen Entropie.
Insbesondere gilt
D(pllo) > 0 (1.85)

fiir alle WDFen p und o. Das liegt daran, dass die relative Entropie durch eine die
relativen Entropien der diskretisierten Verteilungen approximiert werden kann: Eine
ahnliche Diskretisierung wie (1.81) ergibt

Da(pllo) = S(pallaa) = ZA/’ (@A) 1“<A ((2))>

(1.86)
o(i A))
=— A p(iA) ln( ,
; 0(id)
so dass
lim Da(pllo) = D(pllo). (1.87)
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1.5 Konvexitdt und Legendre-Transformation (5. VL)

Die konvexe Analysis beschéftigt sich mit konvexen Mengen und konvexen Funktio-
nen. In der statistischen Mechanik begegnen wir hiufig konkaven Funktionen, also
Funktionen deren Negatives konvex ist. Daher sind einige wenige Aussagen aus der
konvexen Analysis sehr hilfreich.

1.5.1 Legendre-Transformation (5. VL)

Eine umfassende Erlauterung der Legendre-Transformation in Bezug auf Andwen-
dungen in der Physik kann in Ref. [11] gefunden werde und der vollstdndige mathe-
matische Hintergrund in dem Buch [8].

Wir erinnern uns, dass die Legendre- Transformierte (oder das Fenchel Duale oder
konvex Konjugierte) f* einer Funktion f:R™ — R U {oco} iiber

F*(y) = sup{{y, ) — f(2)} (1.88)

definiert ist [8, Section 12]. Man kann zeigen, dass f* immer eine konvexe unter-
halbstetige Funktion auf R™ ist [8, Theorem 12.1]. Wenn f ebenfalls konvex und
unterhalbstetig ist gilt (f*)* = f [8, Theorem 12.2].

Fiir die statistische Physik ist es hilfreich, die Legendre-Transformation fir konkave

Funktionen tuber 5
fy) = nf{{y,2) - f(x)}
=—(=f(-y)

zu defninieren. Dann ist f immer eine konkave oberhalbstetige Funktion und falls f
eine konkave und oberhalbstetige ist gilt

(1.89)

F=1 (1.90)

Nun nehmen wir an, dass f eine konkave oberhalbstetige Funktion ist und dass das
Infimum in (1.89) fiir ein gegebenes y angenommen wird. Falls T = Z(y) ein kritischer
Punkt der ebenfalls konkaven Funktion

z = f(x) — (y,x) (1.91)

ist, ergibt sich dass ~
fy) = (y,7) - f(T) (1.92)

(kritische Punke konkaver Funktionen sind globale Maxima). Die gleiche Gleichung
gilt fir die Legendre-Transformation im konvexen Fall.

Nun nehmen wir zusétzlich an, dass f stetig differenzierbar und V f invertierbar ist;
d.h. es existiert eine Abbildung h : R"” — R™ so dass y = hoV f(y). Dann ist T = h(y),
d.h.

fy) = (y,h(y)) — f(h(y))

(VW) — £ (V) ) - (1.93)

1.5.1.1 Homogene Funktionen 1. Grades (Zusatzinfo)

Hier betrachten wir ein Beispiel, wo die Legendretransformierte nicht mithilfe von
Ableitungen berechnet wird. Dazu definieren wir die Indikatorfunktion 6c : R" —
R U {oo} einer konvexen Menge C' C R™ tiber

0 fallsyeC,
dc(y) = { ey (1.94)

o0 sonst
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und bemerken, dass diese Funktionen konvex sind. Wir nennen eine Funktion f :
R™ — R homogen p-ten Grades, falls

f(x) = NP f(x) YA > 0. (1.95)
Die Legendretransformierte einer konkaven Funktion 1. Grades f : R™ — R ist

Fy) = mt{(y, 2) ~ A/ N}

= inf{(y, Az) — Af(2)} (1.96)
=\(y)
fiir alle A > 0. Daher ist f(y) € {—o0,0} fiir alle y. Genauer ist
fly) =—dc(y) (1.97)
wobei
C={y: (y,2) = f(z) Vz} (1.98)

eine abgeschlossene konvexe Menge ist. Da f konkav ist, ist C' konvex und f damit
C-

auch tatsédchlich wieder konkav. Wenn f unterhalbstetig ist, so ist f = f = é¢c. Das
ergibt

(@) =dc(z) = inf (y,x). (1.99)

Die Funktion —b¢ = 0 nennt man Trdgerfunktion von C. Weitere Details zu Tra-
gerfunktionen konnen in [8, Abschnitt 13] gefunden werden.
Freiwillige Ubungsaufgabe: Zeigen Sie, dass fiir eine oberhalbstetige konkave homogene

Funktion 1. Grades f tatsichlich f = f ist.

1.5.2 Eine Konstruktion von konvexen Funktionen

Es gibt eine weitere mathematische Tatsache, die uns helfen wird, wenn wir die ver-
allgemeinerte kanonische Verteilung herleiten.

Satz 1.11 ([, Theorem 5.7]):
Sei A : R™ — R™ linear und f : R™ — R konvex. Dann ist die durch

Faly) = inf{f(z) : Az =y} (1.100)

definierte Funktion f4 : R™ — R ebenfalls konvex.

Beweis. Wir tiberpriifen direkt die Definition von konvexen Funktionen (1.4). Sei also
A €]0,1[ und y1,y2 € R™. Dann ist

Afa(yr) + (1= N fa(y2) = inf{\f(z1) : Azy =y} +inf{(1 - N)f(z2) : Azy = ya}
= inf{Af(z1) + (1 = N)f(z2) : Avy =y1, Ay = ya}
>inf{f(Az1 + (1 = N)x2) 1 Ary =y1, Azs =y}
=inf{f(z] +25): Az} =Ay1, Avy = (1 - Nya},

(1.101)
wobei wir 2} = Azy und z} = (1 — \x3) gesetzt haben. Dann ist
Afa(yr) + (L= N)fa(ye) > inf{f(2] +25) : Az} +23) = Ay1 + (1 — N)ya} (1.102)
= fa(Ayr + (1= A)y2). .
O
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1.6 1-Formen
(In der 9. VL behandelt.)

Wir erinnern uns and die Ableitung df : R" — L(R™,R) einer differenzierbaren
Funktion f : R™ — R aus Punkt (vii), Abschnitt 1.2. Die Ableitung ist ein Beispiel
fiir sogenannte 1-Formen.

Eine 1-Form (oder auch Pfaffsche Form) auf R™ is eine Abbildung

w:R" - L[R™,R). (1.103)

Wir schreiben w, € L(R",R) fiir die entsprechende Linearform bei einem Punkt
p € R™. Ahnlich schreiben wir d,,f € L(R™,R) fiir df ausgewertet bei p € R™.
Man kann w immer als

w= Z ¢; dz; (Basisentwicklung) (1.104)
i=1

schreiben, wobei ¢; : R™ — R durch
bi(p) = wp(ei) (1.105)

gegeben sind mit den i-ten kanonischen Basisvektoren e; € R™.
1-Formen konnen entlang einer Kurve 7 : [a,b] — R"™ integriert werden:

b
/w ::/ W) (F(t)) dt (Kurvenintegral). (1.106)
5 a

Wichtiges Beispiel: Ist F' : R™ — R™ ein Vektorfeld, so definiert
wh = (F, ) (1.107)

eine 1-Form mit w! = (F(p), -) € L(R",R). Das Kurvenintegral von w!" entlang
v : [a,b] = R™ ist dann

b
L/wF=i/<FTﬂ®%W@»dh (1.108)

also das ganz gewonliche Kurvenintegral eines Vektorfeldes. Wenn man F' als Kraft
interpretiert nennt man das Integral (1.108) auch Arbeitsintegral.

Wir nennen eine 1-Form w auf R™ geschlossen falls die folgenden Integrabilitdtsbedin-
gungen fir die Darstellung (1.104) erfiillt sind:

9¢i _ 09;
&rj axl

(1.109)

fir alle 4,5 € [n]. Wir nennen w ezakt falls eine differenzierbare Funktion f existiert,
so dass
w=df. (1.110)

Man nennt f dann Potential von w und fiir eine beliebige Kurve ~ : [a,b] — R™ gilt
dann

/w=fh®»—ﬂ%®% (1111)

d.h. das Arbeitsintegral ist wegunabhéngig. Daraus folgt auch fiir jeden geschlossenen
Weg ~ dass

?{df =0. (1.112)

Verstindnisaufgabe: Zeigen Sie, dass exakte Formen geschlossen sind.
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Die Analysis lehrt uns, dass die Umkehrung auch gilt:

Satz 1.12:

Geschlossene 1-Formen auf dem R”™ sind exakt. Allgemeine 1-Formen mit we-
gunabhéngigem Arbeitsintegral sind ebenfalls exakt.

Die Umkeherung der ersten Aussage des Satzes gilt nicht:

rdy — ydx

ist eine geschlossene aber nicht exakte 1-Form (Ubungsaufgabe).

1.6.1 Integrierende Faktoren

Gegeben eine 1-Form w auf dem R™ nennen wir eine Funktion ¢ : R™ — R einen
integrierenden Foktor fiir w falls o w exakt ist.

In der Physik bezeichnen wir 1-Formen, die nicht exakt sind, hadufig auch als w = d f
oder w=4f.

Freiwillige Ubungsaufgabe: Finden Sie eine nicht exakte 1-Form mit einem integrie-
renden Faktor.

1.6.2 Homogene Funktionen
(In der 16. VL behandelt.)

Wir nennen eine Funktion f : R™ — R homogen k-ten Grades falls

fte) =t f(x)  Vt>0. (1.114)

Satz 1.13 (Eulersche Identitét):

Sein f : R™\ {0} — R eine differenzierbare Funktion k-ten Grades mit k& > 1.
Dann ist

k:fzza—xjdxj. (1.115)
j=1

Beweis. Differenzieren von (1.114) liefert

- ~ of ., Otz;)
k—1 _ 95 j
- (1.116)
= Z %(tx) zj.
j=1 """
Auswerten bei ¢ = 1 und die Identifikation (1.2) beendet den Beweis. O

1.7 Spektralkalkiil

(In der 13. VL behandelt.)

Hier wollen wir den Spektralkalkiil fiir eindlichdimensionale Hilbertrdume kurz erkla-
ren. Wir nennen einen Operator A € L(#H) normal, falls

[A,AT] =0. (1.117)
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Wichtige Beispiele fiir normale Operatoren sind selbstadjungierte (A" = A) und uni-
tiare (AT = A=1 Operatoren. Ist eine Basis von H vorgegeben, so nennen A € L(H)
unitar diagonalisierbar, falls ein unitarer Operator U € L(#H) existiert, so dass

A=UDUT, (1.118)

wobei D = diag(ay,...,qim(x)) diagonal ist. Dann ldsst sich A auch bzgl. einer
Orthonormalbasis (ONB) aus Eigenvektoren {|a;)} C H als

A= Z%’ |aj }a; | (1.119)

schreiben.
Aus der linearen Algebra ist der folgende Zusammenhang bekannt.

Satz 1.14 (Unitidre Diagonalisierung):

Ein Operator A auf einem Hilbertraum ist genau dann unitar diagonalisierbar
wenn A normal ist.

Der Spektralkalkil hilft uns, Funktionen auf das Spektrum von normalen Operatoren
anzuwenden und dadurch neue Operatoren zu erhalten.

Definition 1.15 (Spektralkalkiil):

Sei f : C — C eine Funktion und A € L(#H) ein normaler Operator von der
Form (1.118). Dann definieren wir eine f(A) € L(H) als

f(A)=UfDUT, (1.120)

wobei man im Matrix-Fall f(D) aus D erhélt, indem man f auf die Diagonale
der Diagonalmatrix D anwendet, (f(D))i; == f(Di;)di,;-

Bemerkung: Der Spektralkalkiil 1dsst sich auch auf den Fall dim(#) verallgemeinern:
Wenn A ein rein diskretes Spektrum (Punktspektrum) wird f(D) unveridndert
iiber die Eigenwerte von A berechnet. Falls A (zusétzlich) ein kontinuierliches
Spektrum hat ist D ein Multiplikationsoperator mit einer Funktion = — a(x)
(wie z.B. fiir den Ortsoperator ist a(z) = x) und f(D) ist durch f o a gegeben.

Alternativ zu (1.120) kann man f(A) iiber eine Potenzreihe f(z) =}, ajz’ als
fA) = a;A7 (1.121)
7=0

definieren, wobei A := 1 und A7+! := AAJ die Potenzen von A definiert.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass die Definition (1.120) mit der Definition iiber Potenzreihen
(1.121) iibereinstimmt.

2 Klassische statistische Mechanik

In diesem Kapitel lernen wir die verschiedenen Ensemble der statistischen Mechanik
(kanonisch, grofkanonisch, mikrokanonisch, ...) und die damit verbundenen physi-
kalischen Groflen (Energie, Temperatur, Druck, ...) kennen. Dabei handelt es sich



um stochastische Beschreibungen von Vielteilchensystemen mittels ebendieser makro-
skopischen Gréfien.

Allgemein kann man Wahrscheinlichkeitsverteilungen (i) durch beobachtete Frequen-
zen (1.13) oder (ii) iiber Erwartungswerte schitzen/charakterisieren, wobei in der
statistischen Physik typischerweise die letztere Strategie verfolgt wird. Ein makro-
skopischer thermischer Zustand wird hier durch makroskopische Grofien beschrieben,
die wir als Mittelwerte tiber mikrokanonische Zustdnde beschreiben. Allerdings gibt
es hier typischerweise viel weniger makroskopische Groéflen als mikroskopische Frei-
heitsgrade, so dass diese bei weitem nicht ausreichen, um eine Wahrscheinlichkeits-
verteilung festzulegen. Daraus ergibt sich die Frage, ob und wie man systematisch
physikalisch sinnvolle Wahrscheinlichkeitsverteilung findet, die Vielteilchensysteme
beschreiben. Ein besonders erfolgreicher Ansatz, der von E.T. Jaynes formalisiert
wurde, ist eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zu verwenden, welche unter den gegebe-
nen makroskopischen Grofien die Entropie maximiert. Dies fithrt zur verallgemeinerte
kanonische Verteilung, wie wir im folgenden Abschnitt sehen werden. Diese Verteilung
verallgemeinert die klassischen Ensemble der statistischen Mechanik.

Von nun an werden wir die Entropie von einer Verteilung p mit

S(p) =~k > _ psIn(ps) (2.1)

bezeichnen, wobei k eine Konstante ist (H bezeichnet traditionell auch Hamiltonfunk-
tionen und die thermodynamische Enthalpie).

2.1 Die verallgemeinerte kanonische Verteilung

Dieser Abschnitt folgt vom Entwurf her [1, Kapitel 1.3] und wird mit wenig Mehrauf-
wand mathematisch weitgehend rigoros prasentiert.
Wir betrachten ein Vielteilchensystem, das durch einen Ereignisraum 2 beschrieben
ist. Weiterhin nehmen wir an, dass die relevanten makroskopische Groflen als Erwar-
tungswerte bzgl. der zu bestimmenden Wahrscheinlichkeitsverteilung schreibbar und
als

EMP] = (MY)y=M®) mit v=1,2,...,m (2.2)

vorgegeben sind. Hier beschreibt jedes M (*) (x) eine physikalische Grofle, die durch die

Koordinate z € € eindeutig bestimmt ist. Wir schreiben MZ-(V) statt M) (z) fiir den
diskreten Fall. Zur kiirzeren Notation kann es auch hilfreich sein, M = (M (V))ue[m]
als Zufallsvektor aufzufassen.

Beispiele:

e Q=R ist der Phasenraum von N Teilchen und M) (z) ist die Energie eines
Teilchens mit Phasenraumkoordinate x.

« () = Ux‘ﬁ)" ROV ist der Phasenraum von einem System das maximal Npyax
vielen Teilchen enthélt und M) (z) ist die Teilchenzahl, die zu x gehort.

Meistens interessiert man sich ich der statistischen Physik nicht explizit dafiir, wie
der Ereignisraum genau gegeben ist.

Nun fehlt noch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir gegebene
M= (M(V))Ve[m] . (23)

Hier mochten wir eine Verteilung wahlen, die moglichst wenige Annahmen macht.
Man spricht auch von einer vorurteilsfreien Schédtzung. Dies fithrt zum Jaynessches
Prinzip der maximalen Entropie, was in der informationtheoretischen Interpretation
(Shannon-Kodierung, Satz 1.8) der Entropie begriindet ist. Jaynes formulierte dies
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wie folgt [12]: ,,/The] mazimum entropy distribution may be asserted for the positive
reason that it is uniquely determined as the one which is mazimally noncommittal’
with respect to missing information.”

Das Jaynessche Prinzip [ ]:

Unter allen Zustdnden eines physikalischen Systems, die kompatibel mit dem
vorhandenen Wissen iiber das System sind, ist jener zu wahlen, welcher die
Entropie maximiert.

Genauer ist hier der Zustand des Systems der Zustand unseres Wissens iiber das Sys-
tem, welcher durch eine Wahrscheinlichkeitsverteilung (und spéater durch eine Dichte-
matrix) gegeben ist. Diese Auffassung ist kompatibel mit Bayesscher Inferenz [13, 14]

Fiir den Fall, dass die Zufallsvariablen M) jeweils maximal n verschiedene Werte
annehmen kénnen haben wir damit das folgende Minimierungsproblem unter Neben-
bedingungen (NB) zu losen (die Nebenbedingungen p; > 0 lassen wir weg, da sie
automatisch erfiillt sein werden):

minimiere — S(p)

unter NB p;=1
2" (2.4)

S MY pi =M v € m]

i=1

Dies ist ein Minimierungsproblem mit stetiger konvexer Funktion —S(p) unter affin-
linearen Nebenbedingungen. Die konvexe Analysis lehrt uns [8], dass hier jeder kriti-
sche Punkt, den man mittels Lagrange-Multiplikatoren finden kann, auch ein globales
Minimum ist.

Die Lagrange-Funktion zu (2.4) ist als

n

Alp,N) =k piln(pi) — Ao <1 - pz‘) - A (M(V) -3 M pz’) (2.5)
i=1 i=1 v=1 i=1

gegeben, wobei A\ der Lagrange-Multiplikator zu > ;i = 1 und A\, jeweils der
Lagrange-Multiplikator zu der NB bzgl. M*) ist. Ab jetzt werden wir die Einstein-
sche Summenkonvention (ESK) fir die Summation iiber v € [m] verwenden. Dann
erfiillt ein kritischer Punkt zu (2.4)

kln(p:) +k+Xo+ MM =0 Vieln]. (2.6)
Das ergibt
Di = €xp (‘If - AVMf”)> (2.7)
mit ¥ := —w und
)\V = S\V/k (28)

Eine analoge Argumentation kann man fiir den kontinuierlichen Fall unter Verwen-
dung von Variationsrechnung machen (Ubungsblatt). Zusammengefasst ergibt das
folgendes.

Lsich nicht festlegen wollen, unverbindlich
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Verallgemeinerte kanonische Verteilung

Bei gegebenen Erwartungswerten (2.2) ist die verallgemeinerte kanonische Ver-
teilung die Verteilung, welche die Entropie (s. Abschnitt 1.4) maximiert und
ist als

a— (\11 - )\,,Mi(”)) (diskreter Fall), (2.9)

p(x) = exp (\I/ - )\UM(U)(l‘)) (kontinuiertlicher Fall) (2.10)

(mit ESK) gegeben, wobei ¥ die eine Normierungskonstante ist und (A, ),e[m]
noch zu bestimmende reelle Konstanten sind, die durch (2.2) festgelegt sind.

Die Entropie der verallgemeinerten kanonischen Verteilung wird mit S(M) be-
zeichnet.

5. VL

Die Legendre-Transformation und ein Satz aus der konvezen Analysis (Abschnitt 1.5.1) wurde
ebenfalls in der 5. VL behandelt.

Bemerkungen:

e Da ¥ dem Lagrange-Multiplikator zur Normiertheit entspricht betrachten wir
¥ als Normierungskonstante. Genauer ist die Normierungskonstante
Z(\) = Z exp(—/\,,MZ-(V)) = T (diskreter Fall),
i

(2.11)
Z(\) = /d:v exp(—A\, MW (z)) = e Y™ (kontinuiertlicher Fall)

die sogenannte Zustandssumme.

e Die Lagrange-Multiplikatoren A werden als Funktion der Erwartungswerte M
aufgefasst. Dadurch héngt die kanonische Verteilung implizit von den Erwar-
tungswerten M ab. Diese Abhéngigkeit werden wir im Folgenden genauer cha-
rakterisieren.

o Wegen Satz 1.11 ist die Entropiefunktion M — —S(M) konvex.

Die Entropie der kanonischen Verteilung ergibt sich aus

SM) ) => " piln(p;) (diskreter Fall)
k|- [p(x)n(p(z))dz (kontinuiertlicher Fall)
=E[-T(\) + A\, M®)] (2.12)
=AM —w())
= (AM) - ¥ ()
und daher
E¥(A) = k(A M) — S(M). (2.13)
Auflerdem folgt aus (2.12) dass
oS(M) _
MG kA, (2.14)
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d.h. M ist stationdrer Punkt von M — k(A, M) — S(M) weil somit

0
OM®)

Nach (1.92) ist daher

[m, M) — S(M)| = kA, — %i/l(:\f)) ~0. (2.15)

ET(N) = S(kN) (2.16)

sofern das Infimum in der Definition der Legendre-Transformation (1.89) angenommen
wird. Dann ist ¥ ist die Legendre-Transformierte von S. Auflerdem ist ¥ als Legendre-
Transformierte” einer konkaven Funktion ebenfalls konkav, s. Abschnitt 1.5.1.

Aus der Normierungsbedingung (2.11) folgt weiterhin, dass

T(\) = —In Zexp(f)\,,Mi(V)) (2.17)
und daher
ou(N) (M) exp(-A\ M)
Xy >, exp(—AM™Y) (2.18)
_ E[M®)] = M@
Daraus folgt, dass 3
kB (M) = S(M), (2.19)

was (1.90) bestétigt. Die Lagrange-Dualitat zwischen S und ¥ kann auch direkt aus
S(M) + kT(X) = k(A M) gefolgert werden. Unsere Herleitung ist allerdings etwas
expliziter.

Wir halten fest, dass auflerdem gilt

_9l(2)

= M®) | (2.20)

d.h. die logarithmischen Ableitungen der Zustandssumme liefern Erwartungswerte
M),

6. VL

Abschnitt 1.2, Punk (vii) zu 1-Formen wurden ebenfalls in der 6. VL behandelt.

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei noch erwdhnt, dass man Gleichung (2.14) héufig
auch wie folgt schreibt (zur Notation siehe auch Punkt (vii) in Abschnitt 1.2).

Verallgemeinerte Gibbssche Fundamentalgleichung

dS = kX, dM®™  (mit ESK). (2.21)

Ahnlich hilfreich ist die Gleichung

dIn(Z) = —=M®™dx,  (mit ESK). (2.22)

2.1.1 Beispiel: Kanonische Verteilung

Der Phasenraum von N wunterscheidbaren Teilchen, die sich einer Region R C R3
befinden, ist
I, = RY x R¥N (2.23)

?mit der in der statistischen Physik iiblichen Vorzeichenkonvention der Legendre-Transformation,
so dass konkave Funktionen auf konvex abgebildet werden
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mit zugehorigen Phasenraumkoordinaten

§=(q1,-- @3N, P15, D3N)T - (2.24)

Wir nehmen an, dass die Teilchen durch eine Hamiltonfunktion der Form

1o =L 4 v (2.25)

beschrieben sind, wobei m die Masse der einzelnen Teilchen und p? = Zfivl p? ist.
Nun betrachten wir die Phasenraumfunktion H als einzige Zufallsvariable,

MW (E) = H(E), (2.26)
und nehmen an, dass sie den Energieerwartungswert
E[H|=U (2.27)
hat. Den zugehorigen Lagrange-Parameter bezeichnen wir mit
B=A. (2.28)

Dann ist die verallgemeinerte kanonische Verteilung durch die WDF

(&) = Zi e~PH() (2.29)

gegeben, wobei die Zustandssumme Z,, in den iiblichen Einheiten als

dSNq dSNp 3
Zu = /RGN h:SiNe BH(E) (230)

gegeben ist, wobei wir die Einschrinkung ¢ € RY in dem Potential V (q) beriicksich-
tigen und mit h das Plancksche Wirkungsquantum bezeichnen.

Wenn nun die Teilchen ununterscheidbar sind, miissen wir zwei Phasenraumkoordi-
naten &1, & als dquivalent betrachten, d.h. & ~ & falls & aus einer Permutation der
N Teilchen aus & hervorgeht. Da es N! viele solcher Permutationen gibt, wéihlen wir
die Zustandssumme von N ununterscheidbaren Teilchen als

Zy, _
Z=%= /]RGN dg e PHE) (2.31)

mit dem Phasenraum-Volumenelement

B d3Nq dSNp

A€ = i (2.32)

wobei wir den Faktor N! mithilfe der Quantenmechanik noch besser begriinden wer-
den. Die zugehorige Verteilung ist die kanonische Verteilung auch (Boltzmann-Verteilung
genannt) und ist durch

1
pl&) = 5 e (2:33)
gegeben.
Wir definieren die Temperatur T iiber

0s 1

@ - T’ (2.34)

was durch Verwendung physikalisch sinnvoller expliziter Hamiltonfunktionen und spé-
ter mit der Phinomenologie der Thermodynamik (Kapitel 4) gerechtfertigt wird. Mit
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(2.14) gilt dann

oS 1

_— = = — 2~

50 kB T (2.35)
und somit 1

wobel wir k = kg als Einheitenkonstante wéhlen.

2.1.2 Beispiel: GroBkanonische Verteilung

Bei der grofikanonischen Verteilung handelt es sich um eine Erweiterung der kanoni-
schen Verteilung, wo die Teilchenzahl N = M) ebenfalls als Zufallsvariable betrach-
tet wird. Das fithrt zu folgenden Modifikationen:

o Phasenraum I' = [ J;~ , R%" mit der Notation &, € R%"

e« M® = N ist die Teilchenzahl als Phasenraumfunktion so dass N(&,) = n.
Normalerweise werden hier sowohl die Zufallsvariable IV als auch die natirliche
Zahl n beide mit N bezeichnet.

o Ao = —fu (Konvention), wobei p chemisches Potential heifit

e Die Zustandssumme wird mit Z bezeichnet und ist durch
Z = e_‘Il = Z/ dé‘n e_B(H(fn)_MN(fn)) (2.37)
n=0 Rém

a3 q d3p
h3nn!

mit d§, = gegeben.

o Die groffkanonische Verteilung ist dann durch
o(€) = %efﬁ(H(E)*uN(E)) (2.38)

gegeben.
o Mit der Marginalverteilung
1

D = Z dgne*ﬁ(H(fn)*lm) (2.39)
R(in
von N ist z.B. -
E[N] = np,. (2.40)
n=0

2.1.2.1 Ideales Gas

Ein ideales Gas ist durch die Hamiltonfunktion

2
P

H(¢) = — + Vivan 2.41

()= 2+ Vivanaa) (2.41)

definiert, wobei das Potential Viyand(¢) eine harte Wand modelliert, die eine zusam-

menhéngende kompakte Region R mit Volumen V einschlief3t, d.h.

0 fallsgeR,

oo sonst.

Vivana(q) = { (2.42)

Das ideale Gas entspricht der Idealisierung punktformiger aber hart stoflender Teil-
chen.
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Ubung: Berechnen Sie die groSkanonische Verteilung und Zustandssumme fiir ein
ideales Gas.

2.1.3 Ein Dissipations-Fluktuations-Satz

Satz 2.1 (Dissipations-Fluktuations-Satz):

Die Zufallsvariablen M *) der verallgemeinerten kanonischen Verteilung erfiil-

len

9P oMW
ONONo  Oa

Cov(M™W, M) = (2.43)

Bemerkungen:

o Cov(M®, M) misst die Fluktuationen von M) und M(®)) um den Erwar-
tungswert. Der Satz sagt uns, dass sie mit den Anderungen der Erwartungswer-
te, auch Suszeptibilitdten genannt, {ibereinstimmen.

« Die durch Cov(M®) M(®)) definierte Matrix heifit auch Kovarianzmatrix und
ist immer positiv-semidefinite (kurze Ubungsaufgabe). Das bestitigt, dass ¥
konkav ist (kurze Ubungsaufgabe).

Beweis. Die Kummulantenerzeugende (s. Abschnitt 1.3.2.4) lasst sich auf unsere Zu-
fallsvektoren M verallgemeinern und ist dann durch

In ¢(q) = InE[e{M)] (2.44)

gegeben. Durch Rechnungen mit den entsprechenden Reihenentwicklungen kann man
zeigen, dass
_ Plnyp(g)

— BIM® M@ — mA) (o)
PaOa E[M® M@®] — E[M™]E[M ()]

a=0 (2.45)
= Cov(M™W), M)y,

was sich durch direktes differenzieren von In(y) iiberpriifen lisst (Ubungsblatt).
Die Kumulantenerzeugende der kanonischen Verteilung ist

Ino(q) = 1ani exp(i(g, M;))

= 1ani exp(¥(XN) — (X —1igq, M;))
i (2.46)

=U(\) + anexp(—O\ —igq, M;y))
=U(\) - V(A —ig),

wobei wir (2.11) im letzten Schritt benutzt haben. Eine analoge Rechnung liefert die
Gleiche Identitat fur den kontinuierlichen Fall. Damit ist

Cov(M®), p(e)y = YA —ig)
04,94a 4o (2.47)
92U (N)
MO
und Gleichung (2.18) beendet den Beweis. O
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2.2 Begriindung der Gleichgewichtsthermodynamik
7. VL

Wir werden das Jaynessche Prinzip der maximalen Entropie auf physikalische Viel-
teilchensysteme anwenden, was uns verallgemeinerte kanonische Verteilungen (Ab-
schnitt 2.1) liefern wird. Dabei betrachten wir Situationen, wo die Zufallsvariable
M®) als Phasenraumvariablen, die makroskopischen GroBen entsprechen, gewéhlt
werden. Dies wird uns zur Gleichgewichtsthermodynamik (Kapitel 4) fithren.

Zuerst stellen wir jedoch die folgende Frage.

Grundlegende Frage der statistischen Physik

Wann wird ein System tatséchlich durch die verallgemeinerte kanonische Ver-
teilung korrekt beschrieben?

Diese Frage ist so alt wie die Thermodynamik selbst ihre Details, insbesondere in
Hinblick auf die Quantenmechanik, beschéftigen noch heutige Wissenschaftler [15—
17]. Ein Hauptaugenmerk liegt dabei auf Systemen, die sich im thermischen Gleichge-
wicht befinden. Hier werden wir nur kurz die bekanntesten Argumente vorstellen, mit
denen ein solches Gleichgewicht begriindet wird und dass dann die verallgemeinerte
kanonische Verteilung eine korrekte Beschreibung liefert. Gleichzeitig werden wir die
Gleichgewichtsthermodynamik begriinden.

Wie bereits in den Abschnitten 2.1.1 und 2.1.2 angedeutet, wenden wir das Jaynes-
sche Prinzip wie folgt auf Hamiltonsiche Vielteilchensysteme mit Phasenraum I" und
Hamiltonfunktion H : I' — R an. Wir bezeichnen die “makroskopisch relevanten”
Observablen (klassisch gegeben durch Phasenraumfunktionen) mit M ™, ... M)
I' - R. Wir nehmen an, dass ihre Erwartungswerte

EM®W]=MY e m) (2.48)

vorgegeben sind und gelangen iiber das Janynessche Prinzip zur verallgemeinerten

kanonischen Verteilung
p(&) = TN — (XM (8)) (2.49)

mit Lagrange-Multiplikatoren A = A(M) und Zustandssumme
Z\) =e YN = / dg e~ AM©) | (2.50)

s. Abschnitt 2.1.
Das Ziel ist, mit (2.49) die makroskopische Gleichgewichtsthermodynamik des Viel-
teilchensystems zu beschreiben. Daher machen wir die folgende Annahme.

Erhaltungsgrof3en- Annahme

Die Observablen M®) : T' — R sind Erhaltungsgréfien, d.h.

dM(£(t))

= 2.51
Sy, (2:51)

wobei t — £(t) durch Anfangsbedingungen bestimmt ist.

Es reicht aus, wenn diese Annahme approximativ erfiillt ist, d.h. dass sich die makro-
skopischen Erwartungswerte M viel langsamer verdndern, als die Zeit, die das System
braucht um, ins makroskopische Gleichgewicht zu relaxieren. Diesen Prozess werden
wir in Abschnitt 2.2.2 etwas genauer diskutieren. Vorher werden wir besser motivie-
ren, dass die Verteilung (2.49) im Kontext von Vielteilchensystemen Sinn ergibt und
insbesondere stationdr ist.
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2.2.1 Der Satz von Liouville

Wir betrachten ein Hamiltonisches System mit kanonischen Orts- und Impulskoordi-
naten

£=(q1,---an,p1,-..,PN)- (2.52)

Dann ist die Dynamik gegeben durch die kanonischen Gleichungen

OH 0H
S , 5, = ——— 2.53
1k Opk Pk Aq ( )

Nun nehmen wir an, dass die Phasenraumkoordinaten £ geméf einer WDF p(€) ver-
teilt sind. Dann kann man p(§)¢ als Stromdichte und p als Dichte im Phasenraum
interpretieren. Tatséchlich erfiillen diese Groflen die Kontinuitédtsgleichung

p+div(pé) =0, (2.54)
was man mit der iiblichen Argumentation zeigen kann.

Mit . . .
div(p§) = (grad(p),§) + pdiv(§)

(2.55)
N
= (8qu pPk)
— \9qk op
erhalten wir dann totale Zeitableitung der WDF als
dp N
+ + )
at Z (a i 3pkpk> (2.56)

=p+ dw(pE)-

Zusammen mit der Kontinuitiatsgleichung (2.54) erhalten wir das folgende Ergebnis.

Satz 2.2 (Satz von Liouville):

Sei p : I' — [0,1] eine WDF auf dem Phasenraum I' eines konservativen Ha-
miltonischen Systems. Dann gilt

dp

= . 2.
5 =0 (2.57)

Bemerkungen:
e Der Satz besagt, dass sich WDFen auf dem Phasenraum unter Dynamik nicht
dndern. Man nennt eine solche Verteilung auch stationdr.

e Der Satz gilt allgemein und nicht nur fir unsere Verteilung (2.49).

e Die Phasenraumzellen kénnen sich trotzdem dramatisch mit der Zeit verformen
kénnen, solange ihr Volumen gleich bleibt. Die Wahrscheinlichkeitsdichte verhélt
sich also dhnlich, wie die Dichte einer inkompressiblen bewegten Fliissigkeit.

2.2.2 Gleichgewichtverteilungen und thermodynamische Variablen

Wir betrachten ein mikroskopisches System, das durch eine zeitliche Entwicklung £(t)
im Phasenraum charakterisiert ist. Auflerdem nehmen wir an, dass die zugénglichen

makroskopischen Observablen, d.h. Phasenraumfunktionen durch M = (M™ ... M(™)T

gegeben sind. Dann werden makroskopische Beobachtungen durch das Zeitmittel

— 1

M== / dt M(£(t)) (2.58)

T Jo
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gegeben, wobei 7 die Beobachtungsdauer ist. Wenn diese viel grofler ist, als die Zeit
mikroskopischer Anderungen, dann ist zu erwarten, dass das Zeitmittel (2.58) kon-
stant ist, d.h. unabhingig vom Zeitfenster [0, T] solange dieses nur gro§ genug ist. In
diesem Fall sagt man, dass M dquilibriert ist.

Eine Gleichgewichtverteilung ist eine Verteilung p, so dass die folgende Ergodizitdits-
annhame erfillt ist:

= / ag M (€) plc) (2.59)

In diesem Fall nennt man (M, p) auch ein Ensemble.
Es gibt zwei Argumentationswege, die Egrodizitdtsannhame (2.59) zu zeigen:

(i) Eine Anwendung des Jaynesasche Prinzips auf den Phasenraum ergibt: Zu-
gingliche Phasenraumregionen gleichen Volumens sind gleich Wahr-
scheinlich. Daraus folgt (2.59). Man beachte, dass der Satz von Liouville essen-
tiell fir dieses Argument ist, da Phasenraumvolumina zeitlich nicht verdnderlich
sein diirfen.

Wenn die Erwartungswerte von E[M ()] bekannt sind, liefert das Jaynessche
Prinzip die entsprechende verallgemeinerte kanonische Verteilung.

(ii) Eine Argumentation, die viel dlter als die Informationstheorie ist, basiert auf der
folgende Ergodenhypothese. Thr Ursprung geht auf Boltzmann (1898) zuriick.

In einem konservativen System ist die Energie H (&) eine Erhaltungsgrofie, d.h.
jede durch H(§) = E definierte Energieschale ist unter der Dynamik erhalten.

Die Ergodenhypothese besagt: In ausreichen langer Zeit wird jede Zelle
auf der Energieschale durchlaufen, wobei eine Zelle ein Bereich positiven
Volumens bzw. in diesem Fall positiver Hyperfliche ist.

Der Satz von Liouville impliziert, dass die Zeit, welche das System in Zellen
gleicher Grofie verbringt gleich ist. Damit folgt (2.59), allerdings nur fir 7 — oo
und bestimmte nicht-integrable Systeme® (im Sinne der analytischen Mechanik),
was von Birkhoff und von Neumann in den 1930gern mathematisch bewiesen
wurde. Hierbei spielen bestimmte weitere Eigenschaften von strong mizing eine
Rolle.

Fiir einen Beobachter, der nur den Energiewert E kennt aber keine sonstige
Kenntnis tiber £(0) hat, ist die Zustandsverteilung durch die mikrokanonische
Verteilung O ¢)—r gegeben. Aus dieser Verteilung lassen sich auch sédmtliche
Ensemble herleiten, welche wir aber direkt iiber die verallgemeinerte kanonische
Verteilung herleite werden.

In den meisten interessanten Situationen sind die Observablen M *) nicht wirklich in
einem Gleichgewicht, sondern verdndern sich nur sehr viel langsamer als die Zeitskala,
auf der die mikroskopische Aquilibrierung stattfindet. Wenn eine solche Trennung der
relevanten Zeitskalen (Beobachtungszeit vs. mikroskopische Verdnderungen) vorliegt
spricht man auch von einem Quasigleichgewicht. Ahnlich spricht man bei langsamer
Verdnderung von Phasenraumfunktionen auch von Quasierhaltungsgrofien. Beispiele
sind Energie, Volumen und Teilchenzahl, die sich langsam im Vergleich zur mikro-
skopischen Dynamik verédndern. In der Gleichgewichtsthermodynamik nimmt man
grundséatzlich an, dass sich die Quasierhaltungsgrofien so langsam &ndern, dass das
System durchgehend durch den entsprechenden Gleichgewichtszustand (verallgemei-
nerte kanonische Verteilung) beschrieben werden kann.

Allgemein nennt man ein System mit ErhaltungsgroBen M) thermodynamisch, falls
es durch die verallgemeinerte kanonische Verteilung beschrieben werden kann. Die
damit verbundenen Variablen M®*) und )\, nennt man thermodynamische Variablen.

3Ein konservatives Hamiltonisches System mit N Freiheitsgraden heifit integrabel, falls es N unang-
hingige Erhaltungsgréfien hat. (z.B. wie bei einem gekoppelten harmonischen Oszillator).
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pics/Maxwell’s_demon.png

Abbildung 2.1: Maxwells Damon kann die Teilchen verschiedener Art ,sehen” und somit die
Mischungsentropie zweier Gase mithilfe einer Klappe verringert.

2.2.3 Zeit und Irreversibilitat

Eine Dynamik £(t) heifit reversibel, falls sich aus ihr bei Zeitumkehr wieder ein physi-
kalisch moglicher Prozess ergibt, d.h. dass £(—t) nicht fundamentalen physikalischen
Gesetzen widerspricht. Wichte Beispiele fiir irreversible Prozesse sind Wéarmeleitung,
Diffusion und Mischung von Fluiden.

Mikroskopische Hamiltonsiche Dynamik ist reversibel, wenn keine weiteren Enschrén-
kungen gemacht werden, wihrend die makroskopische Dynamik (z.B. Aquilibrierung)
i.A. irreversibel ist.

Eine Funktion auf einem physikalischen System heifit Zustandsfunktion wenn sie nur
vom aktuellen Zustand des Systems und nicht von seiner Historie abhéngt.

Die Existenz von irreversiblen Prozessen wird durch folgende Aussage impliziert: Fir
jedes isolierte thermodynamische System existiert eine Zustandsfunktion, die mit der
Zeit nicht abnehmen kann. Diese Grofle wird nach dem Vorschlag von R. Clausius
(~1860) als Entropie bezeichnet.

Wir stellen fest, dass das Jaynessche Prizip bereits die Irreversibilitdt der durch eine
verallgemeinerte kanonische Verteilung beschriebenen System impliziert:

2. Hauptsatz der Thermodynamik

Die Entropie S eines vollstindig isolierten Systems kann mit der Zeit nicht
abnehmen.

Der 2. Hauptsatz schlieft die Existenz von Perpetua mobilia (2. Art) aus. Es kann
z.B. bei zwei isolierten Systemen unterschiedlicher Temperatur kann keine Wéarme
vom kélteren zum wérmeren System iibergehen, wie wir sehen werden. Damit ist etwa
eins Schiffsantrieb, der dem Meer Wéarme entzieht und damit direkt den Schiffsmotor
antreibt nicht moglich.

Als weiteres Beispiel kénnte in einem Gedankenexperiment ein sogenannter Maxwell-
scher Damon (1871) Information tiber ein System ausnutzen, um Mischungsentropie
zu verringern, s. Abbildung 2.1. Viel spéter wurde jedoch gezeigt, dass der Klapp-
mechanismus des Ddmons entweder einen ,,Antrieb“ braucht und damit Entropie in
Form von Warme erzeugt oder in beide Richtungen schwingen muss, womit keine
Trennung der Gase moglich ist.

Als einen grundlegenden Fortschritt beziiglich der Verbindung zwischen Informations-
thorie und Thermodynamik hat Landauer folgendes gezeigt: Nichtreversible Verarbei-
tung von Informationen (Léschung von Bits) erzeugt thermodynamische Entropie, die
als Wéarme in Erscheinung tritt.

8. VL

Abschnitte 1.5.1.5, 1.5.1.6, und die Eigenschaft (iv) (Abschnitt 1.4.1) der Entropie wurden
ebenfalls in dieser Vorlesung behandelt.
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2.2.4 Extensive und intensive GroBen

Vielteilchensysteme lassen sich zusammensetzen, d.h. wenn wir ein System I't und
ein zweites System I'1p haben ist das zusammengesetzte System I't x T'pp (kartesisches
Produkt). Ahnliches gilt fiir Phasenraumfunktionen: Wenn M7 und My; Phasenraum-
funktionen auf den beiden Einzelsystemen sind, ist Mj+ M eine Phasenraumfunktion
auf dem zusammengesetzten System I'y x I'fy.

Definition 2.3 (Extensive Groflen):

Wir nennen eine thermodynamische Variable M extensiv falls sie additive unter
Zusammensetzung von Systemen ist, d.h.

Mrir = My + My, (2.60)

wobei Mypg1 die entsprechende Gréfle des zusammengesetzten Systems und My
und My die entsprechenden Gréfien der Einzelsysteme sind.

Beispiele fiir extensive Variablen sind Entropie .S, Teilchenzahl N, Volumen V', innere
Energie U, Magnetisierung M und elektrische Ladung Q.

Strikt gesehen, ist die Energie in relevanten Situationen keine extensive Grofe, da
die Hamiltonfunktion eines zusammengesetzten Systems eine zusitzliche Wechselwir-
kungsenergie enthélt. Diese Wechselwirkungsenergie ist jedoch meist viel kleiner, als
Gesamtenergie. Daher betrachten wir die Energie ebenfalls als extensive Gréfe, was
approximativ meist richtig ist.

Definition 2.4 (Intensive Groflen):

Wir nennen eine thermodynamische Variable A intensiv, falls sie bei Zusam-
mensetzung zweier Systeme, die untereinander im Gleichgewicht sind, gleich
bleibt, d.h.

)\I+II = )\I = )\II s (261)

wobei Aryqr die entsprechende Grofie des zusammengesetzten und A; und Ap
die entsprechenden Gréflen der Einzelsysteme sind.

Beispiele fiir intensive Variablen sind chemisches Potential p, Druck p, Temperatur
T, magnetisches Feld B, und elektrisches Feld. Streng genommen ist die Tempera-
tur fiir wechselwirkende Teilchen keine intensive Gréfle. Wenn die Wechselwirkungen
ausreichend schnell mit der Entfernung abfallen, verhélt sich die Temperatur jedoch
auf ausreichend grofien Léngenskalen intensiv. Eine solche Aussage kann auch fiir
Quantensysteme bewiesen werden [18].

Allgemeine gilt: Wenn die Phasenraumfunktionen M : I' — R™ extensiv sind
so sind die zugehorigen Lagrange-Multiplikatoren A intensiv, da im Fall
(2.60) fiir die entsprechenden kanonischen Verteilungen

p(&r, &) = pr(&n) pu (&) (2.62)

gilt, was aus der Eigenschaft (iv) (Abschnitt 1.4.1) der Entropie und dem Jaynesschen
Prinzip folgt (Verstandnisaufgabe). Daher wird ), dann auch die intensive zu M)
konjugierte Grifle genannt.

Auflerdem gilt dann fiir die Entropie

S(aM) = aS(M) (2.63)

fir alle & > 0 (kleine « konnen z.B. fir die Teilchenzahl offenbar problematisch
sein, was aber nicht wichtig ist, da wir uns fir , grofe“ System interessieren). Eine
Funktion, die die Eigenschaft (2.63) erfillt, nennt man auch eine homogene Funktion
ersten Grades.



Bemerkung fiir die aufmerksamen Lesenden: Es folgt, dass die Legendretransforma-
tion der Entropie tiber

S(kN) = (2.64)

~ 0 falls (A, M) > S(M) YM,
—00  sonst,

gegeben ist, vgl. (2.16) und Abschnitt 1.5.1.1. Die Riicktransformation ergibt aber

trotzdem wieder S. In diesem Fall ergibt S (kA) allerdings nicht die Normierungs-

funktion ¥. Wir werden in der Thermodynamik die Legendre-Transformation nur

auf einige Variablen von S(M) anwenden, wo sie wieder mittels stationdrer Punkte

ausgerechnet werden kann.

Die intensiven Groflen bestimmen eindeutig den durch die verallgemeinerte kanonische
Verteilung gegebenen Gleichgewichtszustand. Damit definiert ,sich im Gleichgewicht
befinden® eine Aquivalenzrelation:

Nullter Hauptsatz der Thermodynamik

Wenn zwei Systeme mit einem dritten System im Gleichgewicht sind, so sind
sie auch untereinander im Gleichgewicht.

Aus diesem Hauptsatz kann man schlussfolgern, dass man ein physikalisches System
nicht auf den absoluten Nullpunkt kiihlen kann.

2.2.5 Der thermodynamische Limes

Wir betrachten zwei extensive ErhaltungsgréBen M®) und M®") mit zugehorigen
konjugierten intensiven Variablen A\, und A,/ eines thermodynamischen Systems. Wir
vergroBern nun das System um einen Faktor a > 1 und bezeichnen die zu M) und

M) entsprechenden Groéflen mit Méu) und Mé”l). Wir bemerken, dass die zu Méy)

und M(gf’ ) zugehorigen intensiven nicht von v abhédngen und bezeichnen sie daher mit
A, und A,/. Per Definition von Extensivitiat haben wir

M®) = aM®) (2.65)

und dhnlich fiir /. Damit ist o)
oMy OM®)
= 2.66
B VW (2.66)
und ahnlich fur vertauschte v und /. Die relativen Schwankungen der extensiven
Variablen sind damit nach dem Dissipations-Fluktuatios-Satz (Satz 2.1) als

Cov(MP MYy 1 1 aM®)
MOME) o MOM@) an,. 0 (2.67)

gegeben, d.h. die relativen Schwankungen/Fluktuationen verschwinden im
Limes grofler Systemgroflen.

Beispiel: Die relativen Energieschwankungen

AU [Var[H]  [Cov(H, H)
U_\/ U2 _\/ U2 (2.68)

verschwinden fiir grofie Systeme (H ist die Hamiltonfunktion).

Bemerkung: Der zentrale Grenzwertsatz (Satz 1.6) kann im Fall nicht-wechselwirkender

Systeme ebenfalls verwendet werden, um zu zeigen, dass Var[MéV)] /M2 wie 1/a
nach Null geht fir o — oc.
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Daraus folgt insbesondere, dass sobald ein System durch verschiedenen verallgemei-
nerten kanonischen Verteilungen (etwa kanonisch und grofikanonisch) korrekt be-
schrieben wird diese Verteilungen zu dquivalent sein miissen.

2.3 Die klassischen Ensemble

9. VL

1-Formen (Abschnitt 1.6) wurden ebenfalls in dieser Vorlesung behandelt.

In diesem Abschnitt wahlen wir als Zufallsvariablen der verallgemeinerten kanonischen
Verteilung (Abschnitt 2.1) M) extensive physikalische Grofien. Damit werden die
Lagrange-Multiplikatoren )\, intensive physikalische Grofien. Diese wollen wir hier
identifizieren und physikalische Situationen schildern, wo die speziellen Verteilungen
Anwendungen finden.

Die Energie H kommt in jedem der klassischen Ensemble als extensive Grofie vor.
Damit ist es hilfreich, die verallgemeinerte kanonische Verteilung (Abschnitt 2.1) als

1 .
ple) = 5 e MHOMMT(ESK) (2.69)
umzuschreiben, wobei wir mit romische Buchstaben (hier j) andeuten, dass nicht tiber
die Energievariablen summiert wird. Die Grofe

In(Z)
B

nennt man auch Potential; wir werden sehen, dass dem Potential ein vollstandiger Satz
von thermodynamischen Variablen mittels Ableitungen berechnen ldsst. Man nennt
(B, A;/B) die natiirlichen Variablen von ¥, dem Potential ® und der Zustandssumme
Z. Man die VKV mithilfe des Potentials ® auch als

P = — = —kT'In(Z) (2.70)

p(€) = PE@—H©=r;/BMD) (2.71)

schreiben.
In Abschnitt 2.1.1 haben wir die innere Energie als

E[H|=U (2.72)
kennengelernt und die inverse Temperatur als zugehorige intensive Variable
B= = — (2.73)
N kT '
identifiziert. Die Entropie ist dann als
1 .
S(UM) = U+ kM) — (2.74)
gegeben. Die Gibbssche Fundamentalgleichung (2.21) kénnen wir dann als

dU =TdS — %dM(j) (ESK) (2.75)

umschreiben. Wir nennen M®*) die natiirlichen Variablen von S und (S,M©)) die
natiirlichen Variablen der inneren Energie U.

Héufig schreibt man die Abhéngigkeit einer Funktion von § (z.B. Zustandssumme)
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auch in eine Abhangigkeit von T = % um. Dabei ist es hilfreich zu bemerken, dass

0f(B) _ of(1)0T _ 1 9f(T) (2.76)

B oT 98 kB2 OT
fiir eine Funktion f, die von der inversen Temperatur 8 abhéngt.
Die Nebenbedingungen
E[M®] =M®) (2.77)

nennt man auch Makronebenbedingungen. Meist héngt die Verteilung noch von zu-
sétzlichen Parametern ab, z.B. die kanonische Verteilung hangt noch implizit von der
Teilchenzahl und dem Volumen ab (s. nidchster Abschnitt). Bei der Wahl solcher Para-
meter spricht man auch von Mikronebenbedingungen. Haufig werden diese Parameter
als zusétzliche Variablen der Zustandssumme etwa in der Form

Z = Z(f, \; Mikronebenbedingungen) (2.78)

mit aufgefithrt. Ahnliches gilt fiir ¥ und das Potential &.
Nun kommen wir zu den klassischen Verteilung der statistischen Mechanik, die in
jedem Lehrbuch stehen und auch ausfiihrlich auf Wikipdia erklért sind.

2.3.1 Das kanonische Ensemble

Das kanonische Ensemble (p, H) modelliert Situation, wo das System an ein Wérme-
bad (auch Wirmereservoir genannt) mit der Temperatur T' gekoppelt und mit diesem
im Gleichgewicht ist. Ein Wédrmebad ist ein System fester Temperatur, die sich durch
die Kopplung an das betrachtete System nicht dndert. Die Temperatur vom Warme-
bad ist dabei zwar fest aber beliebig, d.h. sie kann auch sehr kalt sein. Man spricht
dann auch manchmal von einem Kaltebad.

Die kanonische Verteilung hatten wir bereits in Abschnitt 2.1.1 diskutiert. Im kano-
nischen Ensemble sind das Volumen V und die Teilchenzahl N feste Parameter. N
ist durch den Phasenraum I' = ROV festgelegt ist und der Potentialterm in der Ha-
miltonfunktion ist auflerhalb von des Volumens unendlich grofl. Alternativ kann man
den Phasenraum als T' = RY x R*" wihlen, wobei R C R? mit vol(R) = V. Somit ist
die einzige verbleibende Makronebenbedingung die der Energie, E[H] = U. Die dazu
konjugierte intensive Variable ist die inverse Temperatur

108

B=17 50 (2.79)

Damit kénnen wir die Zustandssumme Z (und auch ¥ und F unten) als Funktion

von (3, V, N) auffassen. Daher Schreiben wir auch Z = Z(8) = Z(5;V, N).
Die Entropie des kanonischen Ensembles ist

S(U) = k(BU — ¥) = % + kIn(Z) (2.80)

wobei wir (2.11) verwendet haben. Damit kénnen wir die innere Energie als

v
US) =TS8 — 2(B) (2.81)
B
ausdriicken. Auflerdem gilt
1
ds = T dU & TdS=dU. (2.82)
Daher ist 517
— =T. 2.
35 (2.83)
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Die (Helmholtzsche) freie Energie ist als
F(T;V,N)=U —TS = —kT'ln Z(T;V, N) (2.84)

definiert und kann mit (2.83) als die negative Legendretransformierte (Abschnitt 1.5.1)
von U identifiziert werden; gleichzeitig ist sie das Potential der kanonischen Verteilung.
Die freie Energie F' ist die maximale Arbeit, die sich aus dem System bei konstanter
Temperatur und konstantem Volumen extrahieren lisst (durch Grofien, die hier im-
plizit als konstant angenommen wurden). Ausschreiben der Legendre-Transformation
sagt uns, dass

F(T) = mSin{U(S’) —-TS}. (2.85)

Man kann allgemein zeigen, dass die kanonische Verteilung die freie Energie minimiert
(unter allen Phasenraumverteilungen). Mit der freien Energie lasst sich die kanonische
Verteilung (2.33) auch als

p(€) = /(O (2.56)

schreiben.

2.3.1.1 Beispiel: Zustandsumme eines idealen Gases

Fur ein ideales Gas mit N Teilchen der Masse m im Volumen V ist die Zustandssumme

yN 3N 2
7 = NIV H/dpi exp <_ﬁ2;n> , (2.87)
i=1
die sich zu (VAN
Z = N1 (2.88)
mit thermischer Wellenlinge
A= ﬁ (2.89)

berechnen lisst (Ubungsaufgabe 4.3).
Ubungsaufgabe: Zeigen Sie die kalorische Zustandsgleichung

U= gNkT (2.90)

und beweisen Sie die Sackur-Tetrode-Gleichung

imln 4 -l-§
- 2

kN NX®
V [ 4rm U\? 5 (2:91)
= 1 —_ _— —
N <3h2 N> T3

unter Verwendung der Stirling-Approximation In(N!) = NIn(N) — N + O(In N).

2.3.2 Gibbs-Ensemble

Wir werden sehen, wie Situation modelliert werden, wo das System sowohl an ein
Wirmebad als auch an ein eine Druck-kontrollierende (undurchléssiger Kolben) Um-
gebung gekoppelt und mit dieser im Gleichgewicht ist.
Dafiir betrachten wir neben der Energie M(Y) = H das Volumen V als Zufallsvariable
M®) | so dass E[]M®)] = V. Typischerweise ist diese Zufallsvariable (quasi)-konstant,
also scharf verteilt. Die Phdnomenologie lehrt uns, dass die dass Arbeitsdifferential
als

SW = —pdV (2.92)
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gegeben ist, wobei p der Druck (Kraft pro Fliche) ist. Wir erinnern uns, das solche
1-Formen entlang von Kurven integriert werden kénnen, s. (1.108), was die Arbeit
iiber das obige Arbeitsdifferential definiert.

Ubungsaufgabe: Verdeutlichen Sie diese GesetzmiBigkeit anhand eines Gases, dessen
Druck mithilfe eines Kolbens kontrolliert wird. Argumentieren Sie dabei mit der Stre-
cke, um die der Kolben bewegt wird.

Das motiviert die allgemeine Definition des Drucks als

D= [gﬁ] = —g% (2.93)
Aus der Gibbsschen Fundamentalgleichung (2.75) lesen wir daher
p= % (2.94)
ab, so dass
dU =TdS —pdV. (2.95)
Die innere Energie setzt sich hier also als
dU =6Q + W (2.96)
zusammen, wobei 0W = —pdV die Arbeit definiert und
0Q =TdS (2.97)

die Wéarme. Man beachte, dass Arbeits- und Warmedifferential i.A. nicht exakt sind,
was noch eine wichtige Rolle spielen wird. Allerdings ist 1/7 ein integrierender Faktor
fiir die Wéarme 0Q).

Die Gibbssche Verteilung ist dann tiber

r
p(&) = ZT}Q B(H(€)+pV) (2.98)

gegeben. Das Ensemble (p, H,V) wird auch als Druck-Ensemble oder ebenfalls als
kanonisches Ensemble bezeichnet.

10. VL

Aus (2.95) oder auch
1
S(WV) = 2 U+ % V — kU (3, Bp) (2.99)
(vgl. (2.74)) folgt, dass
a8 1 a8 p
(@), =7 (w),-% (2:100)

wobei die Indizes V und U jeweils die Variable bezeichnen, die bei der partiellen
Ableitung ,konstant gehalten wird“. Auflerdem erhalten wir

U(S,V) =TS —pV + \Ij(:g’p) (2.101)
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wobei wir nun ¥ als Funktion von (T, p) auffassen. Mit T' = (g—g)v und p = — (g—g)s
erhalten wir die Gibbs-Energie

G(T,p;N) =U—-TS+pV =—-kTInZg(T,p; N) (2.102)

als Legendretransformierte von U(S, V). Alternativ kann man G(T,p) auch als Le-
gendretransformierte bzgl. der Variable V' der Helmholtz’schen freien Energie F(T')
auffassen, welche hier genauso wie zuvor definiert ist.

Die Gibbs-Energie ist das Potential der Gibbs-Verteilung. Sie ist die maximale re-
versible Arbeit, die sich aus dem System bei konstanter Temperatur und konstantem
Druck extrahieren lisst (durch Grofien, die hier implizit als konstant angenommen
wurden, wie z.B. elektromagnetische Kréfte).

Mit der Gibbs-Energie G lisst sich die Gibbs-Verteilung (2.98) auch als

p(€) = ePG—H©O=pV) (2.103)

schreiben.

2.3.2.1 Beispiel: Idealen Gas
Ubungsaufgabe 6.3: Zeigen Sie, dass fiir ein ideales Gas pV = NET gilt.

2.3.3 GroBkanonische Ensemble

Groflkanonische Ensemble beschreiben Systeme, welche an ein Warmebad mit mog-
lichem Teilchenaustausch gekoppelt und mit diesem im thermischen und chemischen
Gleichgewicht sind. Dafiir kann die groflkanonische Verteilung aus Abschnitt 2.1.2
kann auf mehrere Teilchensorten verallgemeinert werden. Die extensiven Gréflen sind
als

U =E[H] (innere Energie) (2.104)
NG = B[N )] (Teilchenzahl der Sorte 7) (2.105)
Aj = —pu; (pj: zugehoriges chemisches Potential) (2.106)

gegeben. Typischerweise betrachtet man Systeme, deren Hamiltonfunktion die Teil-
chen auf eine Region des Volumens V einschrinkt. Allerdings wird das Volumen als
fester Parameter betrachtet und nicht als extensive Variable von der Entropie S. Das
liefert

L —a(HE) - ND ()

p(§) = Z°
= AP H(E)=pN) (WDF, mit ESK), (2.107)
Z(T,w;V) = eV (TmV)
= Z/dfn e AH—p;n?) (Zustandssumme), (2.108)
U 15 q0G) .
S(U,N;V) = T T NV — EW(T, pu; V) (Entropie), (2.109)
N (T,
U(S,N; V) =TS 4 ;N + % (innere Energie), (2.110)
AU = TdS + puj ANW (Gibbs FG zu konst. V),  (2.111)
(T, p; V) = kTU(T', 5 V')
= —kTIn(Z(T,;V)) (Grofikanonisches Potential). (2.112)

Das GroBkanonische Potential ist die Legendre-Transformierte von U(S, N).
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Bemerkung: Fiir nichtwechselwirkende Teilchen ist (U, N, V') — S(U, N; V') eine homo-

gene Funktion ersten Grades. Damit nimmt ihre Legendretransformierte S nur Werte
in {0, —oo} an (Abschnitt 1.5.1.1) und ist in der Thermodynamik somit nur von be-
schranktem Nutzen. Aus diesem Grund bietet es sich an, V' als festen Parameter zu
betrachten.

2.3.3.1 Beispiel zum chemischen Potential

Wir betrachten Teilchen N in zwei gekoppelten Reservoiren mit chemischen Poten-
tialen @1 # po bei konstantem Volumen V' und konstanter innerer Energie U. Wir
bezeichnen die Anzahl der Teilchen in den jeweiligen Reservoiren mit N und N2,
Dann ist nach (2.111)

0=dU =TdS + p1dN® + ppdN@ (2.113)
und mit konstanter Gesamtteilchenzahl N := N ++ N®) folgt wegen d.S > 0
0> prdN® 4 1o dNG)
= 1y dN® 4 15 (AN — AND) (2.114)
= —(Mz - Ml)dN(l) s

d.h.
(2 — pa) AN > 0. (2.115)

Daraus folgt, dass im Nichtgleichgewicht der Teilchensorten die Teilchenzahl der ers-
ten Teilchensorte N(*) genau dann zunimmt, wenn jp; < e, also sie das kleinere
chemische Potential hat. Anders gesagt, die Teilchen gehen vom hoheren zum tieferen
chemischen Potential.

Ubungsaufgabe: Argumentieren Sie mithilfe des kanonischen Ensembles, dass wenn
man zwei Warmebédder mit Temperaturen 77 # T» in Kontakt bringt, Warme immer
vom wérmerem zum kélteren Bad fliefit.
2.3.3.2 Beispiel: Zustandssumme des idealen Gases
Fiir nur eine Teilchensorte ist die Groflkanonische Zustandssumme als
Z(B,mV) =Y Z(B;V,n)erm (2.116)
n=0

schreibbar, wobei Z(8;n) die Zustandsumme des idealen Gases im kanonischen En-
semble (2.88) mit n Teilchen (Mikronebenbedingung) ist. Daraus ergibt sich

Z = exp(2V/\%) (2.117)

mit thermischer Wellenlédnge A aus (2.89) und Fugazitit

7= ePH, (2.118)
Damit kann man
U= gNkT (2.119)
Vz
N = el (2.120)
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ausrechnen (Ubungsaufgabe 5.2). AuBerdem folgt

SN V) =2 BN
r T v (2.121)
= kBU — kBuN + 35 .

2.3.4 Das Magnetfeld-Ensemble

Die Magnetisierung M als extensive Variable hat Apy = —SB als dazu konjugier-
te intensive Variable, wobei B das Magnetfeld bezeichnet. Eine Anderung der Ma-
gnetisierung im B-Feld B ist mit Arbeit verbunden, was durch das Skalarprodukt
6W = B -dM formalisiert werden kann. Daraus kann man folgern, dass Apy = —3B
die konjugierte intensive Variable zur Magnetisierung M ist.

Die weiteren Details kann man analog zum denen vom Gibb-Ensemble herleiten. Das
resultierende Potential ist die Gibbsche Energie

G(T,B;V,N)=U-TS—B-M = —kTln(Z), (2.122)

welches die Legendretransformierte von U(S, M) ist.

2.3.5 Das mikrokanonische Ensemble

Der Phasenraum des mikrokanonischen Ensembles ist wie beim kanonischen Ensemble
der von N ununterscheidbaren Teilchen in einer Region R vom Volumen V. Allerdings
wird hier die Energie als exakt bekannt angenommen. Damit sind die Phasenraum-
koordinaten auf die Energieschale

{HE) =U}={¢ € RN xRN . H(¢)=U} (2.123)

eingeschriankt. Da sonst nichts weiter als bekannt angenommen wird liefert das Jay-
nessche Prinzip die Gleichverteilung auf der Energieschale {H(£) = U} die mikroka-
nonische Verteilung

pra(€) = 577 B (© (Diracmas)
) (2.124)
= m o(U —H(E)) (Deltadistributionsschreibweise);
der Normierungsfaktor
D(U) = / de 5(U — H(€) (2.125)

wird auch Energiedichte genannt.
Das von der Energieschale {H () = U} eingeschlossene Phasenraumvolumen ist

o) = [ e - H(E) (2.126)
mit Heaviside-Funktion
Oz) = {0 falls z < 0 (2.127)
1 sonst.
Damit ist 400
D = . 2.12
) = (2.128)
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Beispiel: Fiir ein ideales Gas im Volumen V mit Hamiltonfunktion

3N 4
p,
H(€) =) 55+ Vivana(9) (2.129)
i=1
kann man ausrechnen, dass
VN 2 U 3N/2
QU) = (2mm0) (ideales Gas). (2.130)

h3NNT(3N/2)!

AbschlieSend sei bemerkt, dass das mikrokanonische Ensemble den ,traditionellen
Ausgangspunkt fiir die Herleitung des kanonischen Ensembles und des Gibbs-Ensembles.
Insbesondere kann die Entropie wie folgt definiert werden.

Thermodynamische Definition der Entropie

Die Entropie eines Systems mit Phasenraumvolumen Q(FE) is

S =kIn(Q) (2.131)
Ubungsaufgabe 4.1: Zeigen Sie, dass diese Definition in guter Niherung den
gleichen Entropiewert liefert, wie die Shannon-Entropie der diskretisierten mi-
krokanonischen Verteilung.

11. VL

2.3.6 Wiederholung und Ensembleiibersicht

o Wahrscheinlichkeitstheorie: Allgemeine mathematische Theorie, etwa zu WD-
Fen und Zufallsvariablen

e Das Jaynessches Prinzip liefert eine allgemeine Methode aus bekannten Erwar-
tungswerten von vorgegebenen Zufallsvariablen eine Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung zu schétzen. Das liefert die verallgemeinerte kanonische Verteilung.

o In der statistischen Mechanik spielen die verschiedenen Ensemble (s.u.) eine
zentrale Rolle. Sie sind Spezialfille der verallgemeinerte kanonische Verteilung.
Einfache physikalische Uberlegungen (wie 6W = —pdV) und die phiinomenolo-
gische Thermodynamik fithren zur physikalischen Interpretation dies Ensemble.

Ensemble Mikro-NB | Makro-NB | Intensive Var. Zustandss. Potential

(p, M™)) Parameter M®) Av Z=e" O =kKTU

Kanonisch (V,N) EH]=U B Z(B;V,N) F(T;V,N)

Gibbs N E[H] =U, (8, Bp) Z(B,p;N) G(T,p;N)

EV]=V =1V

nonisch E[N]=N

Magnetfeld | V,N | E[H]=U, | (8,—8B) |Z(3,B:V.N)| G(3,B;V,N)
E[M]=M

Mikroka- (U, V,N) Keine Keine Ersatz: Q(U) | —kT1n(R2) =

nonisch —-TS(U,V,N)
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3 Quantenstatistik

Wir erinnern uns, dass in der klassischen statischen Mechanik Wahrscheinlichkeiten
nur auf Grund von Ignoranz gegeniiber mikroskopischen Freiheitsgraden aufgetaucht
sind. Es gibt jedoch keine fundamentalen physikalischen Gesetze, die eine determi-
nistische Beschreibung von klassischen Vielteilchensystemen verbieten. Experimente
mit Quantensystem hingegen sind aus verschiedenen Griinden intrinsisch probabilis-
tisch. Daher erscheint hier eine vollstdndig probabilistische Beschreibung besonders
plausibel.

Fiir eine vollstdndige probabilistische Beschreibung von Quantensystemen ist es not-
wendig, dass man ,klassische Wahrscheinlichkeiten“ und rein durch den Quantencha-
rakter auftauchende Wahrscheinlichkeiten miteinander kombinieren kann. Letztere
kommen aus dem Superpositionsprinzip fiir Quantenzustinde, die i.A. nicht scharf
gemessen werden kénnen.

Eine wichtige Eigenschaft von klassischen Wahrscheinlichkeiten ist, dass man sie mi-
schen kann, d.h. fiir WahrscheinlichkeitsmaBe (P());c(,; und einen Wahrscheinlich-
keitsvektor p € [0, 1]™ ist

Z p,; P (Konvexkombination) (3.1)
j=1

wieder ein Wahrscheinlichkeitsmafl. Diese klassische Mischung von Wahrscheinlickei-
ten hat auch eine operationelle Bedeutung: Man zieht mit Wahrscheinlichkeit p; aus
der Verteilung P,

Eine analoge klassische Mischung von Quantenzustinden ist auf der Ebene von Zu-
standsvektoren (d.h. Wellenfunktionen) nicht moglich, da passend normierte Line-
arkombinationen von Zustandsvektoren Superpositionen von Quantenzustinden er-
geben. Daher werden wir Zustandsvektoren (bis auf globale Phasen) in die Menge
der Operatoren einbetten, wo dann Mischungsoperationen, welche (3.1) verallgemei-
nern, neben Superpositionen ebenfalls moglich sind. Dies fiihrt zur Definition von
Dichteoperatoren. Wir werden auch sehen, dass sich klassische Wahrscheinlichkeits-
verteilungen ebenfalls als Dichteoperatoren schreiben lassen.

3.1 Quantenmechanikgrundlagen

Wiederholen Sie die absoluten Grundlagen der Quantenmechanik:

« Hilbertraum #. Wichtige Beispiele sind # = C¢ und
H=®) = {uv:R - C| v = / [P < oo} (3.2)

In dem gesamten Kapitel sind ‘H und H; mit ¢ € Z, Hilbertraume.
o Zustandsvektoren: |¢) € H mit || |¢)] =1

+ Wir bezeichnen den Raum der linearen Operatoren auf % mit L(#) und mit
rank(A) den Rang eines Operators A € L(H).

e Observablen sind hermitesche/selbstadjungierte lineare Operatoren A:H—H

~

(potentiell mit eingeschréinktem Definitionsbereich dom(A4) C #). Die Menge
der Observablen auf H wird mit Herm(#) := {A € L(H) : A = At} bezeichnet.

o Erwartungswerte (reine Zusténde): (| A [4))
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3.1.1 Dichteoperatoren
Die Spur eines Operators A € L(H) ist als

. dim(H) .
LA = Y GlAL) 5

definiert, wobei {|j)} C C? eine Orthonormalbasis ist. Sie hat folgende Eigenschaften:
o Tr[AB] = Tr[BA] fiir alle A, B € L(H)

e Sie ist unitdr invariant, d.h. Tr[UAU'] = Tr[A] fir alle unitiren Operatoren
U € L(H), und damit unabhéangig von der Basiswahl.

o Tr[A ® B] = Tr[A] Tr[B] fiir alle A € L(#H) und B € L(H/)

12. VL

Wir nennen einen selbstadjungierten Operator A € Herm(H) positiv semidefinit, falls
WIA) 20 V) eH. (3.4)

Dafiir schreiben wir auch .
A>0. (3.5)

Definition 3.1 (Dichteoperator):

Ein Dichteoperator ist ein selbstadjungierter Operator p, der positiv-
semidefinite ist und (Spur)-normiert ist, d.h. Tr[p] = 1. Die Menge der Dich-
teoperatoren of einem Hilbertraum H ist

S(H) ={p € Herm(H): p>=0, Tr[p] =1} . (3.6)

Eine Matrixdarstellung eines Dichteoperators in S(C?) heifit auch Dichtema-
triz. Einen Dichteoperator nennt man auch Quantenzustand oder kurz Zustand.

Zentrale Beispiele:

e Sei |¢p) € H ein Zustandsvektor. Dann ist

p=[0)] (3.7)

ein Dichteoperator.

o Sei (p;) eine Zahldichte und {[¢;)} C H eine Menge von Zustandsvektoren
in einem Hilbertraum #. Dann nennt man (p;, [1;)); auch ein Ensemble von
Zustandsvektoren. Das Ensemblemittel

p= ij |93 )5 | (3-8)

ist ein Dichteoperator.

Mit (3.7) konnen durch Zustandsvektoren gegebene Quantenzustinde als dargestellt
werden. Mit (3.8) mit Orthonormalbasis {|¢;)} kénnen klassische diskrete Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen als diagonale Dichtematrizen dargestellt werden.

Wir nennen p € S(H) einen reinen Zustand falls p von der Form (3.7) ist, d.h.
rank(p) = 1.
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Bemerkung zum Fall dim(H) = oo: Dichteoperatoren fallen in die Kategorie der
Spurklasseoperatoren, welche spezielle kompakte Operatoren sind und damit ein reines
Punktspektrum haben. So lassen sich WDFen beschreiben, die unter Quantisierung
zu Zustadnden fithren, die nur diskrete Messwerte haben.

Aufgaben:

o Zeigen Sie, dass ein Operator p € L(C?) genau dann ein Dichteoperator ist, falls
p von der Form (3.8) ist.

o Finden Sie zwei unterschiedliche Ensemble von Zustandsvektoren die iiber (3.8)
den gleichen Zustand p darstellen.

o Zeigen Sie, dass p € L(C?) genau dann ein reiner Zustand ist, falls Tr[p?] = 1
ist.

o Zeigen Sie, dass die Menge der Dichteoperatoren S(H) eine konvexe Menge ist.
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Sei nun A € Herm(#) eine Observable und p € S(H) ein Zustand. Dann ist der
Erwartungswert von A im Zustand p als

(A), = TiA7) (3.9)
definiert. Fiir reine Zustande der Form (3.7) folgt
(A)p = (Wl Ay) (3.10)

und fiir Ensemble der Form (3.8) ist

(A)p = ij (W51 A ) (3.11)

was einem klassischen Erwartungswert der Zufallsvariable j +— (19;] A |1b;) entspricht.
Dichteoperatoren verallgemeinern also tatsédchlich sowohl klassische Wahrscheinlich-
keitsverteilungen als auch durch Zustandsvektoren gegebene Quantenzustiande.

Aufgabe: Fiir H = C? betrachten wir den maximal gemischten Zustand
pr =3 (10)(0] + [1){1]) (3.12)
in und den Superpositionszustand
p2 =5 (10) + 1)) ({0 + (1]) , (3.13)

wobei (0), [1)) C C? die kanonische Basis ist. Finden sie eine Observable, welche p;
und po unterscheidet.

3.1.2 Zeitentwicklung

Nun wollen wir sehen, dass die Beschreibung von Quantenzustdnden durch Dichte-
operatoren mit der durch die Schrédingergleichung

. d
ih 4 [9(1) = H (1)) (3.14)

gegebene Zeitentwicklung kompatibel ist. Wie gewohnlich bezeichnet H hier den Ha-
miltonoperator. Fiir p(t) = |(¢) (¢ (t)| (Fall (3.7)) impliziert die Schrodingerglei-
chung die Von-Neumann-Gleichung

ihp=[H,pl (3.15)

(schnelle Ubungsaufgabe), wobei [A, B] = AB — BA den Kommutator definiert. Da
diese Differentialgleichung (3.15) linear in p ist und jeder Quantenzustand p als Line-
arkombination (3.8) von reinen Quantenzustidnden geschrieben werden kann gilt sie
auch fir alle Quantenzustéinde.

Fiir einen zeitkonstanten Hamiltonoperator H wird die Schrédingergleichung durch

[$() = U(t) [t = 0)) (3.16)
mit dem Zeitentwicklungsoperator
U(t) = et HU/R (3.17)

gelost; die Exponentialfunktion eines Operators ist iiber den Spektralkalkiil definiert
(Abschnitt 1.7). Ahnlich wird die von Neumann-Gleichung durch

p(t) =Ut)p(t =0)U(t)" (3.18)
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gelost. Damit lisst sich der Erwartunswert einer Observablen A € Herm(H) als

~

(A) sy = T{U (DAt = 0)U ()T A]

R (3.19)
— Tx(p(t = 0)A()]

mit

Aty =U®)TAT (1) (Heisenberg-Bild) (3.20)

schreiben.

3.1.3 Zusammengesetzte Systeme

Zusammengesetzte Systeme sind sowohl Vielteilchensysteme als auch einzelne Teil-
chen mit mehreren Freiheitsgraden, wie etwa Bewegungs-, Rotations-, Schwingungs-
und Spinfreiheitsgrade. In beiden Féllen ist jeder Freiheitsgrad ¢ mit einem Hilber-
traum H,; assoziiert und der Hilbertraum aller Freiheitsgrade ist als Tensorprodukt

N
H=QQ)H (3.21)
=1

gegeben. Nun wollen wir kurz die benétigten Details zum Tensorprudukt zusammen-
fassen. Der Ubersicht halber betrachten wir den Fall N = 2.

Das Skalarprodukt zweier Produktvektoren |¢1) ® |p2), [¥1) ® |[2) € Hi @ Ha ist
iiber

(P11 @ (P2]) ([91) @ [h2)) = (B1|¢1) (P2lth2) (3.22)

definiert. Das Skalarprodukt zweier beliebiger Vektoren ist entsprechend als dessen
sesquilineare Fortsetzung definiert. Diese lasst sich bzgl Basen Orthonormalbasen
{]¢);} € H1 und {|j),} C H2 berechnen. Hier haben wir die Produktbasis

li,5) = 1i) ) = li)y @ [5)a (3.23)

welche eine Orthonormalbasis fiir H; ® Hs ist. Fiir einen Vektor [¢)) € H; @ Ho ist
die Basisentwicklung damit

) =3 s 1) (3.24)

mit Entwicklungskoeffizienten
Yig = (i, Jl) - (3.25)
Das Skalarprodukt zweier Vektoren |¢), [¢) € Hi®@He mit Entwicklungskoeffizienten
{i,;} und {¢; ;} ist
(Blv) =D & i, (3.26)
2,7

wobei z* = Re(z) — ilm(z) das komplex konjugierte einer Zahl z € C bezeichnet.
Ein Produktoperator A1 ® As € L(H1 ® Hz) = L(H1) @ L(H2) kann als die lineare
Fortsetzung von

(A1 @ Ag) |91) ® [¥2) = (A1 [th1)) ® (A2 [¢h2)) (3.27)

definiert werden.

Lokale Observablen

FEine Observable auf dem System 1 ist eine Observable der Form

A=A ®1. (3.28)
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Damit ist die natiirliche Erweiterung von Observablen auf grofiere Systeme
gegeben.

Produktzustande

Produktzustinde sind von der Form
p=p1®ps. (3.29)

Sie beschreiben unabhéngige Zustandspréiparationen auf zwei Systemen.

Kurze Aufgaben: Zeigen Sie, dass
o (A1 ® A)(B1 @ B,y) = (A1B1) @ (A2 By)
e p1 ® po ist ein Dichteoperator, wenn p; und pe Dichteoperatoren sind.

« Finden Sie einen Dichteoperator in S(C? @ C?) der nicht von der Produktform
ﬁl X ﬁg ist.

13. VL

Der Spektralkalkiil (Abschnitt 1.7) wurde ebenfalls in dieser Vorlesung behandelt.

3.1.4 Reduzierte Zustande/Marginale
Nun betrachten wir Zustdnde in S(H1 ® Ha).

Partielle Spur

Die partielle Spur Try : L(H1 @ Ha) — L(H4) ist die durch
TI'Q [Xl ® XQ] = Xl TI‘[XQ] (330)

definierte lineare Abbildung. Der reduzierte Zustand (oder das Marginal) von
pE S(H1 ® 7‘[2) auf H, ist TI‘Q[,?)] (S S(H1)
Die partielle Spur Tr; und der reduzierte Zustand auf Hs sind analog definiert.

Es gilt . .
Tr[p(Ar @ 1)] = Tr[Tra[p] Ay ], (3.31)

d.h. der reduzierte Zustand Tra[p] kann alle lokalen Erwartungswerte auf System 1
beschreiben.

Kurze Ubungsaufgaben:
e Zeigen Sie, dass der reduzierte Zustand tatsédchlich ein Dichteoperator ist.
o Beweisen Sie (3.31).

e Sei p € S(CH ® C%) ein diagonaler Dichteoperator. Zeigen Sie, dass Tra[p)]
ebenfalls ein diagonaler Dichteoperator ist. Weiterhin seien p und p) die durch
die jeweiligen Diagonalen gegebenen Wahrscheinlichkeitsvektoren. Erkliaren Sie,
warum p(!) als Marginalverteilung von p aufgefasst werden kann (vgl. Abschnitt
1.3.1.6).
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3.2 InformationsmaBe fiir Quantenzustande

Die Shannon-Entropie hat eine natiirliche Verallgemeinerung auf Quantenzusténde,
die Von-Neumann-Entropie genannt wird. Entropiemafle in spielen eine wichtige Rolle
in der Quanteninformationstheorie [19].

Wie zuvor setzen wir 01n(0) := 0.

Definition 3.2 (Von-Neumann-Entropien):

Die Von-Neumann-Entropie eines Dichteoperators p ist
S(p) = —kTr[pIn(p)], (3.32)

wobei die Einheitenkonstante k& dem Kontext entsprechend gewéahlt wird.

Eigenschaften:

(i) Die Entropie eines Dichteoperators p mit Spektralzerlegung p = >", X [Ai )(Ai]
ist

S(p) ==k _ Ailn(x) = S(N), (3.33)

wobei der Vektor der Eigenwerte A eines Dichteoperators immer eine Zahldichte
ist.

(ii) Fiir alle p € S(H) gilt
0<5(p) <kln(dim(H)), (3.34)

was wir unten kurz beweisen. Fiir reine Zusténde p = |¢)(¢] gilt
S )¢]) =0 (3.35)
und fiir den maximal gemischten Zustand p = di%(?—t)
S(1/dim(H)) = kIn(dim(H)) . (3.36)

Diese Schranken werden von den entsprechenden Schranken von der Shannon-
Entropie geerbt (Abschnitt 1.4.1).

(iii) Die Entropie ist additiv auf Produktzustinden,
S(p®a)=S5(p)+ S() (3.37)

fiir alle p € S(H1) und 6 € S(Ha) (kurze Ubungsaufgabe) und im Allgemeinen
subadditiv,
S(5) < S(Txalf) + S(Tun ) (339)

fir alle p € S(H1 ® Hz), was wir in Lemma 1 unten kurz beweisen.

(iv) Die Entropie ist konkav [19, Theorem 5.23], d.h.

S(anpim) > anpism (3.39)

fir alle (p;) C S(H) und Wahrscheinlichkeitsvektoren p € [0, 1]™.

Den Kern eines Operators X € L(#) bezeichnen wir mit

ker(X) = {|[v)eH: X [¢)=0}. (3.40)

54



Ahnlich, wie die Von-Neumann-Entropie die Shannon-Entropie verallgemeinert, ver-
allgemeinert die relative Entropie die Kullback-Leibler-Divergenz (Zusatzinfo, Ab-
schnitt 1.4.2).

Definition 3.3 (Relative Entropie):

Die relative Entropie von zwei Dichteoperatoren p,6 € S(H) ist

(3.41)

o kTr[pln(p) — pln(e falls ker(d) C ker(p),
S(5l13) = {OO Plafp) = plu(@)] ol ker(e) C ker(s)

wobei die Einheitenkonstante k¥ dem Kontext entsprechend gewdhlt wird.

Eigenschaften:

o Die relative Entropie von Dichteoperatoren p und & mit Spektralzerlegungen

p="2"0 X Ni)(Ai| und 6 = 37 &5 1€5)(&; | ist
S(lIE) =k D i () = 1€ NI In(g) (342)

(kurze Ubungsaufgabe).
o Im Allgemeinen ist S(p||6) # S(6||p).

Mit dem folgenden Lemma kann die relative Entropie als nicht-symmetrische Ab-
standsfunktion auf S(#H) betrachtet werden.

Lemma 3.4 (Ungleichung von Klein):

Fiir alle p,6 € S(H) gilt (mit k£ > 0)
S(pl8) = 0 (3.43)
und

S@pl6)=0 < p=6. (3.44)

Beweis. Wir verwenden vollsténdige orthonormierte Eigenbasen (|A;)) und (|¢;)) von
puand 6, d.h. 37 A ) (A | = 325 [ )(& | = 1. Wir nehmen an, dass ker(6) C ker(p),
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da sonst S(p||¢) = oo > 0. Dann ist

S(710) =Y (m Z(EJIMQIH(@)) (3.45)

J

D((zmm )m - Z|<£m>|21n(£j>) (3.46)

—ZA (&5 120 () = In(€;)) (3.47)
-3 |<sm>21n(§i) (3.48)
. X;A (€512 <1 - f\]) (3.49)
=D K& (& = ) (3.50)

=Z<Z|<£m>|2> Z(Zw ) (3.51)
=1-1=0 (3.52)

In (3.46), sowie (3.52) haben wir ), (&M = > 1(€;]A:)]* = 1 (Normierung, voll-
standige Basen) verwendet, in (3.49), dass die Taylorentwicklung 1. Ordnung (Tangen-
te) von konkaver Funktion obere Schranke liefert. Aufierdem wurde die Normierung
der Dichteoperatoren (3, A; = >_; & = 1) in (3.52) verwendet.

Die Ungleichung (3.49) ist nun mit Gleichheit erfiillt, wenn fiir alle 4,j gilt dass
entweder | (£;|A\;) |* = 0 oder In(&;/\;) = 0, d.h. wenn p = 6. O

Als einfache Anwendung des Lemmas zeigen wir, dass die obere Schranke in (3.34)
gilt. Mit
0<5(p1/dim(H))
= —kTr[pln(1/dim(H))] — S(p) (3.53)
= kIn(dim(H)) — S(p)
folgt die obere Schranke (3.34).
Man kann argumentiereun, dass die Subadditivitit der Von-Neumann-Entropie aus

der Subadditivitdt der Shannon-Entropie folgt oder wieder Klein’s Ungleichung ver-
wenden:

Lemma 1 (Subadditivitit der Entropie). Fir alle p € S(H1 ® Ha)

S(p) < S(Tr2[p]) + S(Tre[p]) . (3.54)
Beweis. Mit der Wahl
& = Tra[p] @ Tr1[p] (3.55)
ist
0 < S(3l18) =~k Tr[pIn(Traff] © Tra [4])] — S(7). (3.56)

Wegen In(A ® B) =In(A) ® 1 + 1 ® In(B) liefert dies

5() < KT [p(n(Trsla) ©1)] — K Te[5(0 & In(Te 7])]
= —k Tr[Tr2[p] In(Tr2[p])] — &k Tr[Tr1[p] In(Try[p])] (3.57)
= S(Trz[p]) + S(Trap]) ,
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wobei wir (3.31) benutzt haben. O

14. VL

Fiir die Herleitung der verallgemeinerten kanonischen Verteilung fiir den quantenme-
chanischen Fall benttigen wir die folgende Aussage.

Lemma 3.5 (Pinching-Ungleichung):

Seien (P;) C Herm(#) orthogonale Projektoren mit

d bi=1. (3.58)
J
Wir definieren die Pinching-Abbildung P : L(H) — L(H) iiber
P(X) =) PXP;. (3.59)
J
Dann ist P(p) € S(H) und
S(p) < S(P(p)) (3.60)

fur alle p € S(H). AuBerdem ist S(p) = S(P(p)) genau dann wenn p = P(p).

Beweis. Man kann direkt tiberpriifen, dass P(p) ein Dichteoperator ist.
Weiterhin gilt

S(PIPP) =kTr|pn(p) — pln (Z P;pP;
J

— kT [pS P S PP | Pe| - S(p) (3.61)
k J
= —kTx[P(p) In(P(p))] — S(p)
=S(P(p) — S(p)
und wegen der Nichtnegativitit (3.43) ist
S(p) < S(P(p))- (3.62)

Falls P(p) # p folgt mit (3.44) auch S(P(p)) > S(p), was auch die letzte Behauptung
beweist. O

3.3 Analogietabelle-Tabelle: Klassische Mechanik vs.
Quantenmechanik

Die Beschreibung der klassischen Mechanik und der Quantenmechanik hat weitgehen-
de Analogien, die wir hier kurz auflisten wollen.

Klassische Mechanik Quantenmechanik

Konfigurationsraum Phasenraum T, Hilbertraum H
e.g., [ = RN e.g., H = L2(R3N)

Koordinaten Kanonische K. p1,...,q3n Orthogonalbasis
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Zustande

Observablen

Erwartungswerte

Reine Zustande

Ein Teilchen
Zusammensetzung
Lokale Observablen
Produkt Observablen
Unabhéngigkeit
Marginale

Energie

Dynamik

Unabhéangige Dynamik

Entropie

VKV (v: ESK)

WDFen
p>0, [dEp(E) =1

Phasenraumfunktion M : T" — R

Integral
(F)p=JdEp(E)M (&)

Diracmaf
p = dg,

I'={(¢,p)7: ¢,p R’}
I'=TI41 xTI's
M (&1, &2) = Mi(&)

(My x M3)(&1,&2) = Mi(€1)M2(&2)
p(&1,&2) = p1(&1)p2(&2)
p1(§1) = [ d& p(&1, &)

Hamiltonfunktion H

pt = {pt, H} (Poisson-Klammer)

. _ _90H . _ 0H
pi = qu’q" = op;

pe(&) = p(F-+(§))
H(&1,62) = Hi(&) + Ha(62)

Shannon S(p) = —k >, p; In(p;)
Differentiell

S(p) = —k [ d¢ p(&) In (&)
p(&) = e MO (WDF)

Dichteoperatoren S(H)
p= 0, Telp] = 1

S.a. Operator A= At

R Spur .
(A)p = Tr[pA]
Zustandsvektor
p= )|
H = L%(R3)
H="Hi®Hs
A=A, @1
A; @ Ay
p=p1® p2
p1 = Tra[p]

Hamiltonoperator H

515 = _%[{A{7ﬁ]

ih |Y(t)) = H [¥(t))
U, = efth/h
H=H ®id+id® Hy

Von Neumann
S(p) = —k Te[pIn(p)]

p=ge M e S(H),
M) € Herm(H)

3.4 Der verallgemeinerte kanonisch Dichteoperator

Das Prinzip der maximalen Entropie (Abschnitt 2.1) kénnen wir nun auf Quanten-
system erweitern, was ebenfalls von Jaynes initialisiert wurde [20]. Um ein Quan-
tenvielteilchensystem zu beschreiben, nehmen wir an, dass es durch Observablen
M®) € Herm(#) mit v € [m] beschrieben wird. Um zu einem stationéiren Gleichge-
wichtszustand zu gelangen nehmen wir an, das diese Observablen Erhaltungsgrofien
sind, d.h.

[M™) H] =0 (3.63)

fiir alle v, wobei H € Herm(#H) der Hamiltonoperator ist. Weiterhin nehmen wir
wieder an, dass deren Erwartungswerte

(M®)y =MW (3.64)
bekannt sind.
Auflerdem machen wir eine Annahme, welche die Analyse der Zustdnde maximaler
Entropie massiv erleichtern wird und in vielen wichtigen Situationen erfiillt ist: Wir
nehmen an, dass die Observablen auch untereinander kommutieren,

(M™M= 0 (3.65)
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fiir alle v und p. Wir bemerken, dass diese Annahme automatisch erfillt ist, falls
der Hamiltonoperator keine entarteten Eigenwerte hat. Es sei auch bemerkt, dass
eine Verallgemeinerung von Zustédnden maximaler Entropie zu nichtkommutierenden
Erhaltungsgrofien kiirzlich formuliert wurde [21].

Da nun alle auftretenden Operatoren kommutieren finden wir eine Orthonormalbasis
aus Energieeigenzustinden {|j)} C H in der sie alle gleichzeitig diagonal sind. Damit
lassen sich die Argumente, die zur verallgemeinerten kanonischen Verteilung gefiirt
haben weitgehend auf den Quantenfall iibertragen.

Der diagonale Dichteoperator, der die Entropie unter den Nebenbedingungen p €
S(H) und (3.64) maximiert, ist von der Form

e~ MM (ESK), (3.66)

N~

ﬁ:

d.h. hat die Diagonaleintrége

pii= = exp( Z)\ M(”>, (3.67)

was aus Abschnitt 2.1 folgt (die Einschrankung, dass p diagonal sein soll reduziert das
Entropie-Maximierungsproblem auf das klassische Entropie-Maximierungsproblem).
Diesen Dichteoperator nennt man auch verallgemeinertes Gibbs-Ensemble.

Satz 3.6 (Quantenmechanische VKV):

Sei H ein Hamiltonoperator auf 7 und seien (M ), epm C Herm(H) paarweise
kommutierende Erhaltungsgréfien. Der Zustand p € S(H), der die Entropie
(3.32) unter den Nebenbedingungen

(M®Yy =M™ vy e [m] (3.68)

maximiert ist

e MY (ESK), (3.69)

N[ =

ﬁ:

wobei Z = ’I‘r[e_’\V’M(V)] und A € R™ implizit durch (3.68) gegben ist.

Beweis. Es gilt p € S(H) und (M®)), = M®) fiir alle v (kurze Ubungsaufgabe).
Es bleibt zu zeigen, dass p die Entropie maximiert. Daflir wihlen wir eine gemeinsame
orthonormale Eigenbasis (|j)) € L(H) von H und (M®), d.h.,

=3 B i) i Z s i (3.70)
J
mit Eigenwerten (E;), (u Eu)) C R. Wir definieren nun eine Pinching-Abbildung P :

L(H) — L(H) iiber
Z )G X 15)G] - (3.71)

Dann ist
P(p) = - (3.72)

Mit Lemma 3.5 folgt, dass ein entropiemaximierender Dichteoperator diese Gleichung
erfilllen muss. Unter dieser Einschrinkung liefert die Entropiemaximierung den ver-
allgemeinerten kanonischen Zustand (3.69), s. Abschnitt 2.1. O

Der Normierungsfaktor A
Z(\) = Tr[e M M"] (3.73)

59



heifit auch hier wieder Zustandssumme. Die Entropie des verallgemeinerten kanoni-
schen Dichteoperators p ist wieder

S(M) := S(p) = E(A\, M) — kT (N) (3.74)
mit
U =—1In(2) (3.75)

(schnelle Ubungsaufgabe) und Lagrange-Parametern ), die wieder als

AS(M)
M)

= kA, (3.76)

gegeben sind. Vollstédndig analog zum klassischen Fall folgt auch wieder

~ 0In(Z)

W M®) (3.77)

3.5 Dynamische Aquilibrierung und Thermalisierung
(Zusatzinfo)

Wie in Abschnitt 2.2.2 wollen wir motivieren, dass in der Natur héufig Gleichge-
wichtszustdnde auftreten, die durch eine verallgemeinerte kanonische Verteilungen
gegeben sind. Dazu betrachten wir einen gemifl der Von-Neumann-Gleichung (3.15)
zeitentwickelten Zustand p(t) € S(H) und definieren den zeitgemittelten Zustand als

T
&= p(t) == lim 7/0 p(t)dt. (3.78)

Wir wollen den zeitgemittelten Zustand zunéchst genauer charakterisieren. Dazu
schreiben wir den Hamiltonoperator bzgl. der Energieeigenprojektoren P; als

H=> E;P (3.79)
J

mit E; # E; fiir j # 4. Damit definieren wir wieder eine Pinching-Abbildung P :
L(H) — L(H) iber
P(X):=> PXP. (3.80)
J

Proposition 3.7 (Zeitmittel):

Der zeitgemittelte Zustand ist

p(t) = P(p(0)) - (3.81)

Beweis. Wir schauen uns das Block-Matrixelement (i, j) in der Energieeigenbasis an:

R . 1 /7T P
Pip(t)P; = lim — /0 Pie HR50)e HY R P dt

T—o0
1T iHt/h D AiHt/h
= lim — Pe™ P,p(0)P;e! P, dt

1t . .
= lim / e {E—ENR 4t P p(0) P;
0
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d.h. der zeitgemittelte Zustand p(t) ist block-diagonal in der Energieeigenbasis. Dar-
aus folgt die Behauptung. O

Wir bemerken, dass falls eine Dynamik in dem Sinne dquilibriert, dass Erwartungs-
werte von relevanten Observablen dquilibrieren, dann muss der Gleichgewichtszustand
die gleichen Ewartungswerte haben wie der zeitgemittelte Zustand p(¢). Falls die Ob-
servablen zu einem System 3 gehoren, liegt die folgende Definition nahe.

Definition 3.8 (Aquilibrierung im Zeitmittel):

Sei H € Herm(Hy ® He) ein Hamiltonoperator, der auf einem System ¥ und
Umbegung £ wirkt. Wir nennen einen zeitentwickelten Zustand Trg[p(¢)] auf X
(im Zeitmittel) aquilibriert, falls p(t) fir die meisten ¢ auf ¥ nicht unterscheid-
bar vom zeitgemittelten Zustand p(t) ist, d.h.,

Tre[p(t)] ~ Tre[P(H(0))] (3.83)

Beispiele fiir nicht dquilibrierende Systeme

o Seien |E),|E’) € Hx ® He Energieeigenzustinde mit Energien £ < E’ und
[(0)) = (|E) + |E"))//2. Dann ist

(8)) = 7 E (|B) + e E BN | BY) V3 (3.84)
und daher

() (1) = SENE |+ |E NE [+ F = E M ENE |+e™ = PHM B (E)).

(3.85)
Daraus folgt, dass bestimmte Matrixeintrage des Systemzustands Trg[|1(2) ) (¢ (¢) |]
mit der Frequenz (E’ — E)/h oszillieren und somit keine Aquilibrierung statt-
findet.

e Sei H=H 1 1+1® ﬁg ein Hamiltonoperator eines nichtwechselwirkenden
Systems. Dann kann ein Nichtgleichgewichtszustand auf einem System nicht
dquilibrieren.

Vollstéandig wechselwirkende System mit einem Anfangszustand 5(0), der einen Si-
gnifikanten Uberlapp mit vielen Energieeigenzustinden hat (grofie effektive Dimen-
sion von p(0)) dquilibrieren mathematisch beweisbar in folgendem Sinne [22]. Wenn
dim(He) grof ist so ist das Zeitmittel des Abstands von Trg[p(¢)] und dem zeitgemit-
telten Zustand Trg[@] ist verschwindend klein, d.h.

[Tre[p(t)] — Tre[@]]] — 0 (3.86)

fir dim(Hg) — 0.

Wir bemerken, das fiir jede Observable Ae Herm(H) die Aquivalenz
[H,A]=0 < PA)=A (3.87)

gilt, d.h. A ist genau dann eine Erhaltungsgrofe wenn P(A) = A.
Die Zusténde, welche die gleichen Erhaltungsgrofien-Erwartungswerte wie der An-
fangszustand haben, sind

{0 € S(H): Tr[6A] =Tr[p(0)A] VA = P(A)}. (3.88)

Unter diesen Zustinden ist der zeitgemittelte Zustand 6 = p(t) derjenige ist, welcher
die Entropie maximiert (Lemma 3.5).
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Kurz: Entropiemaximierung gegeben alle Erhaltungsgréfien liefert den gleichen Zu-
stand wie Zeitmittelung, also den Gleichgewichstzustand falls er denn existiert.

Man bemerke, dass (3.87) exponentiell mindesten dim(#) viele Erhaltungsgréfen cha-
rakterisiert. Das sind exponentiell viele in der Teilchenzahl! Als néichstes betrachten
wir Situationen, in denen ein Gleichgewichstzustand @ durch wenige relevante makro-
skopische Erwartungswerte (3.64) bereits eindeutig bestimmt ist.

Definition 3.9 (Thermalisierung / Aquilibrierung ins TD GG):

Wir sagen, dass ein System zu einer Verallgemeinerten kanonischen Verteilung
(3.69) thermalisiert (d.h. in ein thermodynamisches Gleichgewicht dquilibriert)
falls es (i) dquilibriert und (ii) der Gleichgewichtszustand & mit der Verteilung
(3.69) iibereinstimmyt.

Es gibt verschiedene Modelle und Annahmen, die von Aquilibrierung zu Therma-
lisierung fithren. Eine Ubersicht iiber verschiedene Ansitze kann in [15, Kapitel 7]
gefunden werden.

3.6 Ununterscheidbare Teilchen

Wir betrachten ein Quantensystem aus N ununterscheidbaren Teilchen. Den 1-Teilchen
Hilbertraum bezeichnen wir mit . Dann ist der N-Teilchen Hilbertraum H®Y.
Zunichst betrachten wir N = 2. Mit F € U(H®%H) bezeichnen wir den Flip-Operator,
der iiber

Fly) o) :=16)[¢) (3.89)

definiert ist. Sei nun |¢) € Hs ein Zustandsvektor von 2 ununterscheidbaren Teilchen.
Ununterscheidbarkeit bedeutet, dass

F ) =e [v) (3.90)
fiir eine von der Teilchenart abhéngigen Phase ¢. Wegen
F? =1 (3.91)
sind die +1 und —1 die einzigen Eigenwerte von F und daher
e =1 oder e =—1. (3.92)

Im Fall /¥ = 1 nennt man [¢)) symmetrisch und im Fall el¥ = —1 antisymmetrisch.
Diese Uberlegung lisst sich auf N Teilchen verallgemeinern. Mit Sy bezeichnen wir
die symmetrisch Gruppe, d.h. die Gruppe der Permutationen auf N Elementen. Fiir
eine Permutation o € Sy bezeichnen wir mit U, € U(H®N) die unitire Darstellung
mit

Us [1) - [UN) = [Yot) ) - [y ) - (3.93)
Falls |¢) € Hy ununterscheidbare Teilchen beschreibt ist
Us [9) = [¥) (3.94)
oder
Us [¢) = sign(o) [¢) (3.95)

62



fiir alle 0 € Sy, wobei

. {Jrl falls o ein Produkt einer geraden Anzahl Transpositionen ist,
sign(o) =

—1 falls o ein Produkt einer ungeraden Anzahl Transpositionen ist,
(3.96)
(eine Transposition ist eine Vertauschung von nur 2 der N Elemente). Wenn ein Vektor
[) € Hn (3.94) erfiillt heifit er symmetrisch und falls er (3.95) erfiillt antisymme-
trisch.

Definition 3.10 (Bosonen und Fermionen):

Ununterscheidbare Teilchen, die durch symmetrische Zustandsvektoren be-
schrieben werden nennt man Bosonen und ununterscheidbare Teilchen, die
durch antisymmetrische Zustandsvektoren beschrieben werden Fermionen.

15. VL

Diese Vorlesung wurde von Lennart Bittel gehalten.

In der relativistischen Quantenfeldtheorie wird die folgende wichtige physikalische
Aussage bewiesen, welche die diskutierten Symmetrieeigenschaften mit dem Spin der
Teilchen verbindet.

Satz 3.11 (Spin-Statistik-Satz):

Zustandsvektoren, die identische Teilchen mit ganzzahligem Spin beschreiben,
sind symmetrisch unter Vertauschung der Teilchen (Bosonen).
Zustandsvektoren, die identische Teilchen mit halbzahligem Spin beschreiben,
sind antisymmetrisch unter Vertauschung der Teilchen (Fermionen).

Wir bemerken, dass die Mengen von symmetrischen und antisymmetrischen Vekto-
ren zwei Untervektorrdume von H®% bilden. Diese Untervektorriume bezeichnen wir
mit HX, und Hj . Die Orthogonalprojektoren auf den symmetrischen und den an-
tisymmetrischen Unterraum bezeichnen wir jeweils mit FA’;}, PJQ € Herm(H®V). Die
Projektoren sind gegeben durch

Py br) . on) = D (o)) [Yovy) (3.97)
o€SN
und R
Py i) .. [on) =cy Y sign(o) o)) - o)) (3.98)
ogESN

wobei ci > 0 Normierungsfaktoren sind, so dass ]5]% L= PN,i (Projektoreigenschaft).
Falls [¢;) = |1, ) fur ein Paar j # j’ folgt interessanterweise dass

Py [¢n) .. [un) =0, (3.99)
d.h. |¢1) ... [y ) kann keinen antisymmetrischen Quantenzustand definieren. Diese

Einsicht ergibt das folgende Resultat.

Pauli-Prinzip

Zwei identische Fermionen koénnen sich nicht im gleichen Einteilchenzustand
befinden.

Um das grofikanonische Ensemble auf Fermionen und Bosonen erweitern zu kénnen
nehmen wir noch die folgende Konstruktion vor. Mit der direkten Summe iiber ver-



schiedene Teilchenzahlen

f+ = @ ,H]J'\_f

= (3.100)
Fo=PHy

N=0

bilden wir die Hilbertrdume fir variable Teilchenzahl, die Fock-Rdume genannt wer-
den; der Strich bedeutet, dass die R&ume bzgl. des induzierten Skalarprodukts topo-
logisch abgeschlossen werden, was als mathematisches Detail erwédhnt sein soll. Die
Fockridume F sind die Hilbertraume fiir eine variable Anzahl von Bosonen/Fermionen
mit Einteilchenhilbertraum H. Wir bemerken, dass er Hilbertraum HZ eindimensional
ist; der entsprechende Zustand |0) € Fy heifle Vakuumzustand.

Nun wéhlen wir eine Orthonormalbasis {|k)} C #H. Daraus bekommen wir eine Basis
fiir die Fock-Rdume Fi, indem wir angeben, wie viele Teilchen jeweils im Zustand
|k) sind. Wir schreiben

[Ny, Noy...) € Fy in Besetzungszahldarstellung (3.101)

fur den Zustand mit jeweils N; Teilchen im Einteilchenzustand |k). Fir i Ne =N
ist N1, Na,...) als P ke YO [k )®N2 . gegeben. Es gilt

N, €{0,1,2,...} fiir Bosonen,

3.102
N, ={0,1} fiir Fermionen, ( )

fiir alle k£, wobei die Einschrankung der Teilchenzahl fiir Fermionen aus dem Pauli-
Prinzip folgt. In dieser Basis werden die Teilchenzahloperatoren N; als

N; N1, Na,...) = Nj [Ny, Na,...) (3.103)

und . R
N:=>"N; (3.104)
J

definiert.
Kurz: Eine Basiswahl fiir den Einteilchenhilbertraum 7 legt also die Besetzungs-
zahldarstellung und die Teilchenzahloperatoren auf F. fest.

3.7 ldeale Quantengase |

Wir betrachten ein Quantenvielteilchensystem aus nicht-wechselwirkenden ununter-
scheidbaren Teilchen. Dann ist der Hamiltonoperator H durch den Einteilchenhamil-
tonoperator H; mit Eigenenergien {E;} festgelegt. Als Basis des Einteilchenhilber-

traums wihlen wir die Eigenbasis |E;) von Hj.

3.7.1 GroBkanonisches Ensemble

Als Beispiele fiir die VKV im Quantenfall betrachten wir das Groflkanonische Ensem-
ble wir fiir nicht-wechselwirkende Fermion und Bosonen. Das liefert die Fermi- und
Bose-Verteilung fiir die Teilchenzahl.

Analog zum klassischen groflkanonischen Ensemble wihlen wir die Makronebenbedin-
gungen

v 3.105
N (3.105)
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was zum groffkanonischen Dichteoperator

1 N N
p= e PUH=1N) (3.106)

fithrt (Abschnitt 3.4). Die Wahrscheinlichkeit, bei einer Teilchenzahmessung die Teil-

chenzahlen N = (N7, N, ...) zu messen ist

. 1
PIN] = (N1p|N) = Z exp | 6 32(8; - w, (3.107)
J
Die grofikanonische Zustandssumme ist
Z=>) exp| B> (E;j—p)N; (3.108)
N J
Aufgabe: Zeigen Sie, dass
Z= H(l +t5) fiir Fermionen, (3.109)
J
1
Z = H - fiir Bosonen (3.110)
J
mit
tj = e AEI—W) (3.111)
wobei fiir Bosonen E; > p angenommen werden muss (warum?).
Hier kénnen wir die Finteilchenzustandssumme
Z; = e PEimmN; (3.112)
N
1+t; (Fermionen)
= { N (3.113)
5 (Bosonen)

identifizieren, so dass Z = [[; Z;.
Die mittlere Besetzungszahl im 1-Teilchenzustand |E; ) ist mit (3.112) als

7T Bop
t; . 3.114
T = ﬁ (Fermionen), ( )
B i
=5 = 1/%7_1 (Bosonen)
gegeben. Mit (3.111) erhalten wir die Verteilungen
- 1
(Nj) = 5 7 (3.115)
exp( T ) -0
mit
—1 (Fermi-Dirac, Fermionen),
(3.116)

(Boltzmann, klassisch),
1 (Bose-Einstein, Bosonen).

Aufgabe: Skizzieren Sie <N]> in Abhéngigkeit von Ej fiir verschiedene Temperaturen.
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Ahnlich erhalten wir fiir die innere Energie (Gleichung (2.20) mit Ay = —f3pu)

_ (om(Z)\ .
U= < % )BN_ZEJNJ. (3.117)

k

3.7.1.1 Verbindung zur klassischen statistischen Mechanik

Wir nehmen an, dass die nicht-wechselwirkenden spinlose Teilchen in einem Wiirfel
mit Kantenldnge L eingesperrt und jeweils durch den Einteilchenhamiltonoperator

H = % mit 1-Teilchen Impulsoperator p = (ps,Py,P-)T beschrieben sind. In der
Quantenmechanik wird gezeigt, dass die Impulseigenwerte durch

2mh h
= %V =TV mit v € 73 (3.118)

gegben sind; wir erinnern uns dass die entsprechenden Eigenfunktion von p fiir pe-
riodische Randbedingungen durch ¢p(x) = L=3/2eiP®/h gegeben sind. Damit kann
z.B. die Einteilchenzustandssumme als

N & B
S e AEn) %ﬁ/ddpe B(Ep—n) (3.119)
p

approximiert werden, wenn L groff und S klein ist. Ein &hnliches, wenn auch leicht
technischeres Argument kann fiir absorbierende Randbedinungen, wo 1 auf dem Rand
des Wiirfels verschwindet, gemacht werden.
Das Argument kann auch auf die N-Teilchen Zustandssumme erweitert werden, wobei
bei der Integration der Faktor 1/N! wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen
beriicksichtigt werden muss. Zusammen mit

V=1L= /d% Viyand () (3.120)

und Approximation (3.119) begriindet dies die Definition des klassischen Phasenraum-
volumenelements (2.32).

Die Energieeigenwerte nicht-wechselwirkender Teilchen sind fiir die gegebenen Im-
pulseigenwerte (3.118) als

Ep =~ (3.121)

gegeben.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass Einsetzen von Ep in (3.108) im klassischen Limes wieder
die klassische Zustandssumme ergibt.

3.7.1.2 Spin

(Wird in einer noch kommenden Vorlesung behandelt.)

Die Theorie quantenmechanischer Drehimpulse impliziert, dass ein Teilchen mit Ge-
amtspin s € Z/2 hat 2s 4+ 1 Spin-Freiheitsgrade mit zugehorigen Zustandsvektoren

{|m8>}ms:fs,75+1...,s C Hs ) (3122)

die eine Orthonormalbasis des Spin-Hilbertraums Hspin bilden, d.h. Hgpin = C*T1.
Einbeziehung weiterer Freiheitsgrade (z.B. Impuls) liefert den Einteilchenhilbertraum

7{1 = HSpin @ Hlmpuls . (3123)
Nun nehmen wir an, dass ein Spin-s-Teilchen durch einen Hamiltonoperator der Form

H = ]ISpin ® HImpuls (3124)
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gegeben ist mit H € Herm(Himpuis), d.h. die Energie des Teilchens ist unabhéngig
von seinem Spin, was in vielen Situationen eine gute Ndherung ist.

Nun betrachten wir 2 Teilchen mit Einteilchenhilbertraum 7#;. Falls s ungerade ist
handelt es sich um Fermionen. Damit sind sie durch antisymmetrische Zustandvekto-
ren i € H, beschrieben, d.h.

Y((ms1,P1), (Ms2, P2)) = =Y ((Ms2, P2), (Ms1,P1)) - (3.125)

Eine verallgemeinerte Version davon gilt natiirlich auch fiir N Fermionen und eine
Analoge Uberlegung kann man fiir Teilchen mit ganzzahligem Spin, also Bosonen
anstellen.

In jedem Fall fithren wegen (3.124) die 2s + 1 Spin-Freiheitsgrade zu einer (zu-
satzlichen) Entartung gs = 2s + 1 eines jeden Impuls- und damit auch Energie-
Eigenzustands.

4 Thermodynamik

16. VL

Abschnitt 1.6.2 mit dem Satz von Euler wurde ebenfalls in dieser Vorlesung behandelt.

Eine zentrales urspriingliches Ziel der Thermodynamik ist die Beschreibung von Dampf-
maschinen und wie man optimal Wéarme in mechanische Arbeit umwandeln kann.
Heutzutage stehen die allgemeineren Kreisprozessen im Mittelpunkt, wo auch chemi-
sche Reaktionen eine Rolle spielen kénnen. Auch spezifische Eigenschaften von Stoffen
werde analysiert und klassifiziert, wie etwa mithilfe von Suzeptibilitdten. Diese konnen
helfen, z.B. verschiedene Aggregatzustinde besser zu verstehen.

Die Thermodynamik kann auf Grundlage ihrer Hauptsétze als in sich weitgehend ab-
geschlossene Theorie aufgebaut werden. Hier werden wir jedoch ausgehend von der
statistischen Mechanik die wichtigsten Konzepte der Thermodynamik einfithren. Da-
bei gehen wir wieder von Systemen aus, die durch Gleichgewichtszustdnde beschrieben
sind. Die makroskopischen Eigenschaften dieser Zusténde kénnen wiedrum durch we-
nige Zustandsvariablen beschrieben werden. Die sind typischerweise die innere Energie
U, das Volumen V und die Teilchenzahl N (bzw. N bei mehrkomponentigen Syste-
men). Wie in der Literatur iiblich unterscheiden wir nun die Zufallsvariable N und
ihren Erwartungswert nicht mehr, d.h. E[N] = N und &hnlich fiir das Volumen V.
Wir nehmen an, dass die betrachteten Systeme so grof sind, dass sdmtliche Fluktua-
tionen vernachléssigt werden kénnen (die Ensemble aus Abschnitt 2.3 sind dann du-
quivalent). Weiterhin betrachten wir quasi-statische Situationen, d.h. Messungen und
Anderungen an den thermodynamischen Systemen dauern sehr lange im Vergleich zu
der Zeit, die das jeweilige System braucht, um ins Gleichgewicht zu dquilibrieren.

So kénnen auch zeitliche Anderungen von thermodynamischen Variablen betrachtet
werden. Haufig wird eine Variable konstant gehalten. Entsprechende héufig auftreten-
de Prozesse sind:

Prozess konstante Grofie
Isobar Druck p
Isochor Volumen V

Isothermisch | Temperatur T
Isentropisch Entrpie S
Adiabatisch Warme 6Q) =0
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Die einfachsten Kreisprozesse setzen sich aus ebensolchen Prozessen zusammen.
Zunéchst werden wir einen geschlossenen Ausdruck fiir die innere Energie U(S,V, N)
finden, der die entprechenden Relationen aus den verschiedenen Ensemblen aus Ab-
schnitt 2.3 zusammenfithrt. Anschlielend werden wir die Liste der thermodynami-
schen Potentiale (s. Abschnitt 2.3) vervollstandigen. Damit lassen sich die thermody-
namischen Variablen auf verschiedenste Weise als Ableitungen schreiben. Dies fithrt
zu zusétzlichen realationen diesen Ableitungen (Maxwell-Realtionen) und zu den sys-
temspezifischen Suszeptibilititen (z.B. Warmekapazitét). Letztere fithen mithilfe des
Dissipations-Fluktuations-Satzes 2.1 zu Stabilitatskriterien, die im Gleichgewicht au-
tomatisch erfiillt sind und Einschrankungen an die Suszeptibilitdten liefern.

Darauf aufbauend werden wir verschiedene reversible und irreversible Prozesse ken-
nenlernen (z.B. Carnot, Gay-Lussac Versuch) und diese zusammen mit den Haupt-
siatzen der Thermodynamik diskutieren.

Wenn nicht explizit anders spezifiziert gehen wir in diesem Kapitel von Systemen
aus, die durch die extensiven thermodynamischen Variablen S, U, V', und N und den
zugehorigen intensiven Variablen T',p und p beschrieben sind.

4.1 Euler-Gleichung und Gibbs-Duhem-Relation

Im Gibbs-Ensemble ist dU = T'dS—pdV das Differential der inneren Energie U (S, V; N)
aus (2.100); im grofkanonischen Ensemble ist hingegen dU = TdS+udN das Differen-
tial von U(S, N;V) aus (2.110). Die jeweiligen Rollen von V und N als Makro- und
Mikronebenbedingungen sind also jeweils vertauscht. Die Aquivalenz der Ensemble
impliziert, dass allgemeinert

dU =TdS — pdV + pdN (4.1)

gelten muss. Allgemeiner kénnen wir aus der Extensivitdt der Grofien S, U, V und
N die folgende Gleichung fiir U herleiten.

Euler-Gleichung

Die innere Energie ist

U(S,V,N) =TS —pV 4 u;NU)  (ESK). (4.2)

Beweis. Die innere Energie ist eine homogene Funktion ersten Grades, d.h.
U(aS,aV,aN) =aU(S,V,N). (4.3)

Der Satz von Euler (Satz 1.13), die Fundamentalgleichung (2.111) und g—g = —p
liefern daher die behauptete Gleichung.

Die Euler-Gleichung impliziert
U-TS+pV —uN=0 (ESK), (4.4)

d.h. die intensiven Gréflen T' = T(S,V,N), p = p(S,V,N) und p = u(S,V, N) sind
nicht unabhéngig sondern aus zwei von ihnen kann man den Wert der dritten erhalten.

Die Euler-Gleichung ergibt das Differential
AU =TdS +8dT — pdV — Vdp + p; ANY + NDdy;  (ESK), (4.5)

was mit (4.1) die folgende Gleichung liefert.
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Gibbs-Duhem-Relation

SAT —Vdp+ NWdu; =0  (ESK) (4.6)

Wir erinnern uns an die Definition (2.112) des grokanonischen Potentials
O=kTU =U—TS8 — ;N (4.7)

wobei wir (2.110) verwendet haben. Die Fundamentalbeziehung (4.1) und die Euler-
Gleichung (4.2) liefern die Fundamentalbeziehung fiir ®:

d® = d(U — TS — u; N9 (ESK)
=TdS — pdV + pjdNV) — TdS — ST — p;dNV) + NWdy; (4.8)
= —8dT — pdV — NWdy; .

Auflerdem liefert die Euler-Gleichung
(T, w; V) = —p(T,p) V' (4.9)

wobei wir noch zeigen miissen, dass p(T, p) nicht von V abhéngt. Die Fundamental-
beziehung (4.8) impliziert

0P
— =—p. 4.10
(5v), = (410)
Andererseits ist mit der Produktregel
0P 0P
= =— | == V- 4.11
(aV>T,H (aV)T,H " )
was 00
— =0 4.12
( 8V) T,n ( )
impliziert.

Ahnlich erhalten wir mit der Euler-Gleichung fiir die Gibbs-Energie (2.102)

G(T,p;N) = pj(T,p, N) NV (ESK), (4.13)

(g;;) = 0 (4.14)

Die anderen thermodynamischen Potentiale mit ihren Fundamentalgleichungen kon-
nen zueinander analog behandelt werden, wie wir es hier beispielhaft fiir das gross-
kanonische Potential gesehen haben. Wir werden sie in Abschnitt 4.2 verfollstandigt
auflisten.

wobei fiir eine Teilchensorte

ist.

17. VL
4.1.1 Beispiel: Ideales Gas

Wir erinnern uns, dass fiir das grofkanonische Ensemble

dln(Z)
o

= %Z / dénBNe PHE=1N) = BR[N] = BN (4.15)
N
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gilt. Mit dem groBkanonischen Potential ® = —kT' In(Z) aus (2.112) ergibt das

00(T, 13 V)

G~V (4.16)

Die groflkanonische Zustandssumme eines idealen Gases wurde in der Ubung als

h
Z=exp(zV/\}), z=¢", A= o (4.17)
berechnet, vgl. (2.117). Daraus folgt, dass
g—i = —kT%g—i — 53D, (4.18)
d.h.
® = —NkT. (4.19)
Mit (4.9) folgt die thermische Zustandsgleichung
pV = NKT . (4.20)
4.1.2 Erster Hauptsatz der Thermodynamik
Die Fundamentalgleichung
AU = TdS — pdV + p;dNV)  (ESK). (4.21)

aus (4.1) ist der erster Hauptsatz der Thermodynamik fiir quasi-statische Prozesse.
Die Energiednderung setzt sich aus den folgenden drei Teilen zusammen:

e Die Wérmednderung
0Q =TdS (4.22)

ist eine nichtexakte 1-Form (Abschnitt 1.6); der zweite Hauptsatz besagt, dass
fiir isolierte Systeme dS > 0 ist.

o Die mechanische Arbeit
SW = —pdV (4.23)

entspricht dem dem System zugefiihrten (,systemegoistische* Z&hlung) durch
mechanische Arbeit bedingte Energieanteil und ist ebenfalls nicht exakt.

e Die Energieerh6hung durch Teilchenzufuhr ist durch udN gegeben. Das chemi-
sche Potential p ist die Energieerhohung pro Teilchen bei konstanter Entropie
und konstantem Volumen.

¢ Erweiterungen mit anderen Energieformen wie elktrischer und magnetischer Ar-
beit sowie Verformungsarbeit sind ebenfalls méglich, werden hier aber nicht
betrachtet.

4.2 Thermodynamische Potentiale

In Abschnitt 2.3 haben wir das kanonische Ensemble, dass Gibbs-Ensemble und das
groflkanonische Ensemble mit den jeweiligen Zustandssummen Z (kanonisch), Zg
(Gibbs) und Z (groflkanonisch) kennengelernt. Auflerdem haben wir schon einige ther-
modynamischen Potentiale kennengelernt. Dem ist noch hinzuzufiigen, dass die innere
Energie U und die Entropie S ebenfalls als Potentiale bezeichnet werden, da sie in
bestimmten Situationen die zur Verfiigung stehende Energie quantifizieren. Da die En-
semble in der Thermodynamik dquivalent sind, werden wir Makro- und Mikroneben-
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bedinungen nicht mehr strikt trennen und fithren Variablen meist in gleichbleibender
Reihnfolge auf.

Potential/ | Zusammenhang zu
Variablen anderen Variablen

Fundamental-
gleichung

Relationen bzg].
Zustandssumme

Innere Energie
Freie Energie
Gibbs-Energie

Grof3kanon. Pot.

Enthalpie (neu)

U(S,V,N) | U=TS —pV + uN
F(T,V,N) F=U-TS

G(T,p,N) | G=U-TS+pV
O(T,V,p) | ®=U—TS — uN

(
H(S,p,N) H=U+pV

dU =TdS — pdV + pdN
dF = —S8dT — pdV + udN
dG = —8dT + Vdp + pdN
d® = —SdT — pdV — Ndup
dH =TdS + Vdp + pdN

U=TS—kT'n(Z)
F=—kTn(2)
G = —kTIn(Zg) = uN
®=—kTIn(Z)=—pV

Bemerkung:

Z: kanonisch Zustandssumme, Zg: Zustandssumme aus dem Gibbs-Ensemble,
Z. Grofl)kanonische Zustandssumme

Mit der Gleichung U =TS — pV + uN ist der funktionelle Zusammenhang

gemeint. Analoge Aussagen gelten fiir die anderen Spalten und Zeilen der Ta-
belle.

Die Fundamentalbeziehungen fiir ', G, ® und H folgen jeweils mit der Euler-
Gleichung (4.2), vel. (4.8).

Aus den Fundamentalgleichunungen lassen sich die Ableitungen der Potentiale
ablesen; z.B. folgt aus dU = T'dS + ... mit (1.3) dass 2% = T ist.

Die Enthalpie ist das einzige wirklich neu eingefithrte Potential. Bei isobaren
Prozessen (p konstant) ohne Teilchenaustausch (N konstant) ist

dH =TdS =4Q, (4.25)
also die vom System aufgenommene Wirme.

Die Tabelle gilt auch fiir den mehrkomponentigen Fall, wenn man puN jeweils
mit ;N ersetzt.

Verstindnisaufgaben:

Listen Sie einige Ableitungen der Potentiale nach ihren natiirlichen Variablen
auf.

Stellen Sie die innere Energie U iiber (i) eine Ableitung der der Freien Energie
F und (ii) als Legendre-Transformierte von F' dar. Wodurch unterscheiden die
sich so berechneten Funktionen U?

Stellen sie dhnliche Uberlegen wie in (4.25) fiir einige der anderen Potentiale an.

Satz 4.1 (Konvexitit der inneren Energie):

Sei (45),, , > 0 und S eine konkave und homogene Funktion von (U,V, N).
Dann ist (S,V,N) — U(S,V, N) ist eine konvexe Funktion.
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Beweis. Die Konkavitiat von S bedeutet, dass fir alle (Uy, Vy, N1) und (Us, Va, No)
und « € [0, 1]

S(aU; + (1 = a)Uz, aVi + (1 — a)Va, aNi + (1 — a)N>)

4.26
ZOéS(Ul,‘/:[,Nl)+(1—04)S(U2,‘/2,N2) ( )

ist. Wir setzen nun S; := S(U;, V;, N;) fir i = 1,2 und fir jedes X € {S,V, N} setzen
wir X =aX; + (1 —a)Xs.

Die Funktion U (S, V, N) erhilt man aus der Entropie S indem and S(U, V, N) nach U
auflost (das ist nach dem Satz iiber implizite Funktionen lokal immer moglich wenn
% # 0). Wegen der Homogenitit von S ist dann

S(U(Sa‘/aN)7V7N) = QS(U(Sla‘/laNl)v‘/laNl)
+ (1 = @)S(U(Sa, Va, Na), V2, No) (4.27)
< S(aU(81, Vi, N1) + (1 — a)U(S2, V2, N2),V, N)

Wegen % > 0 und obiger Relation kann S(U,V, N) daher als

U(S,V,N) < aU(S1,V1,N1) + (1 — a)U(S2, Va, N3) (4.28)
(lokal) invertiert werden. O
Bemerkungen:

e Da die Entropie S im Gleichgewicht maximal unter den durch U,V, N gege-
benen Nebenbedingungen ist und hier als die konkave differentielle bzw. Von-
Neumann-Entropie erklart war, ist sie laut Satz 1.11 auch eine konkave Funkti-
on.

o Fiir Systeme von nicht-wechselwirkenden Teilchen ist die Entropie homogen.
(%)V n > 0 ist eine physikalisch motivierte Bedingung: Bei héheren Energi-
en sind mehr Zustédnde zugénglich, womit die Entropie auch mit der Energie
zunimmt.

Im abstrakten allgemeinen Fall (2.74) fassen wir S(U, M) und U(S, M) als Potentia-
le auf. Die anderen Potentiale erhilt man, indem man bzgl. einige der VariablenS
und M. M) Legendre-transformiert; hier mit der konvexen Version der Le-
gendretransformation, was aber fiir die konkrete Berechnung keinen Unterschied zur
konkaven Version macht, s. Abschnitt 1.5.1. Die entsprechenden neue Variablen sind
dann die entsprechenden Variablen aus {T, A1,..., A}

Auf diese Weise hatten wir in Abschnitt 2.3 die Potentiale F', G und ® dargestellt.
Aus dU in der obigen Liste kénnen wir

(gg)m S (4.29)

ablesen (andere Ableitungen der Potentiale konnen auf &hnliche weise abgelesen wer-
den). Dies impliziert, dass die Enthalpie die Lengendre-Transformierte der inneren
Engergie U(S,V, N) bzgl. der Variable V ist. Streng genommen ist die Enthalpie da-
mit eine Funktion von (S, —p; N), doch das Minuszeichen wird meistens in der Notati-
on unterdriickt; eine solche Vorzeichenunterdriickung werden wir in der nachfolgenden
Liste mit einem + kennzeichnen.

18. VL

(10.12.19)
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Zusammengefasst erhalten wir die folgenden Zusammenhénge iiber die Legendre-
Transformation.

Funktion f Neu Variable(n) LT von f
U(S,V,N) 55 =T —F(T,V,N)

U(Sa‘/aN) 8U_T737](\J[:/J’ _(p(Ta‘/a:u)

9y _
—F(T,V,N) -4£=5 U(S,V,N)
—G(T,p,N) -9¢ =9 —H(S,p,N)

Bemerkungen:

e Hier haben wir ausschliefilich die Definition der Lengendre-Transformation fiir
konvexe Funktionen verwendet, s. Abschnitt 1.5.1 und vgl. [4, Kapitel 5.2]. In
der konkreten Berechnung macht dies jedoch keinen Unterschied zur konkaven
Version, da in beiden Féllen der Kritische Punkt von (1.91) gleich sind.

e Damit sind die thermodynamischen Potentiale konvex in ihren extensiven Va-
riablen und konkav in den intensiven Variablen.

e Man kann in den hier betrachteten Spezialfillen verschiedene Variablen nach-
einander transformieren und so das gleiche Ergebnis bekommen, wie wenn man
die mehrdimensionale Legendre-Transformation ausfiihrt; z.B. ist kann G als
Legendre-Transformierte von U bzgl. (S, V') oder von F bzgl. V dargestellt wer-
den.

¢ Auch die Riicktransformationen sind entsprechend moglich; z.B. ist U die Legendre-
Transformierte von F' bzgl. S. Man beachte, dass die oben angegebene Liste
nicht vollstandig ist.

Kurze Ubungsaufgabe: Fiigen Sie der Liste ensprechende Zeilen hinzu.

4.2.1 Maxwell-Relationen

Die Gibbs-Duhem-Relation liefert eine Beziehung zwischen den 1. Ableitungen der
Fundamentalbeziechungen. Die Maxwellrelationen hingegen liefern Besiehungen zwi-
schen den 2. Ableitungen. Aus der Tatsache, dass zweite partielle Ableitungen von
glatten Funktionen vertauschen (Satz von Schwarz) erhalten wir aus den 2. Ableitun-
gen der Potentiale Relationen fiir die Ableitungen der jeweiligen thermodynamischen
Variablen, z.B.:

op\  (oT\ [ &U
QBXW<MJ&NQBM»N’ (4:30)
2
(55),.. = (av)., = (asaw), (431
35 )y~ \on )y, ~\@san ),
). = (aw)., = (v
IHY () = , (4.32)
(av N aN )¢, \avan )
op\ [0S\ [ &F
<6T>V,N<8V>T,N (6TaV>N’ (4.33)
08 oV 0%2G
_ [ Z= Y B — . 4.34
(8P>T,N (8T>p,N <8T8p N ( )
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Solche Relationen werden Mazwell-Relationen genannt. Sie sind die Integrabilitdts-
bedingungen fir die Existenz der Potentiale. Umgekehrt stellen sie wichtige Zusam-
menhénge zwischen verschiedenen thermodynamischen Variablen her (hier zwischen
Paaren von konjugierten Paaren von Variablen).

Das Guggenheim-Quadrat ist ein populdres Merkschema fir die Maxwell-Relationen,
s. Wikipedia.

Im néchsten Abschnitt sehen wir, das einige der Maxwell-Relationen eine direkte
Aussage uber die sogenannte Suszeptibilitdten machen.

Ubungsaufgabe: Leiten Sie einige weitere Maxwell-Relationen her.

4.2.1.1 Hilfreiche ldentitaten aus der Analysis

Der Satz von der Umkehrabbildung aus der Analysis besagt, dass falls die Ableitung
dof € L(R™) einer glatten Funktion f : R” — R™ an einem Punkt a € R™ invertierbar
ist, die Abbildung f auch lokal invertierbar ist und

(daf)_1 = df(a) (f(_l)) (435)

gilt.

Wir betrachten nun reelle Variablen x,y, z, die in dem Sinne abhéngig sind, dass
z = z(x,y) als Funktion von x und y aufgefasst werden kann. Aus (4.35) konnen wir
die folgende Relation folgern.

Sei z(z,y) eine glatte Funktion mit (9z/9,), # 0. Dann gilt lokal, dass
5‘2)
— ] == (4.36)

Alternativer ,, Beweis“ von (4.36). Wir setzen y konstant und nehmen an, dass z( -, y)
glatt und invertierbar ist. Dann ist

ox Ox 0z
und damit 5 8
T 0z
hbadhdedi 4.
0z Ox (4.38)
O

Der Satz dber die implizite Funktionen besagt, dass unter der Bedingung, dass die
Ableitung einer Funktion f(-,y) fir einen Punkt y invertierbar ist, man fiir einen
Wert z eine eindeutige Funktion y = ¢, () finden kann, so dass lokal f(x, g.(x)) = =z
ist und

gij(m) =~ (D@ (@, ) Val(-.9:(x)) (4.39)

gilt, wobei die Ableitungen hier jeweils auf die durch Punkte gekennzeichnete Funkti-
onsargumente wirken, s. Wikipedia (englische Version). Mit eindimensionalen Varia-
blen z,y, z und den Wahlen f(x,y) = z(z,y) und g.(x) = y(z, z) folgt, dass

(gg)Z _ (), (4.40)

gilt, was wir mithilfe von (4.36) in der folgenden, sich leichter zu merkenden Form
schreiben konnen.
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Lokal gilt
ox dy 0z
i = =) =-1 4.41
(), (&). (). e

unter der Bedingung, dass zwei der drei partiellen Ableitungen nicht verschwin-
den (die dritte verschwindet dann automatisch nicht).

Alternativer Beweis von (4.41). Es gilt
e (3) 00 (2) 0
@) 3@ e
o (), (8) 0+ ()
und der Vergleich der Koeflizientenfunktionen von dz ergibt
RO R R

wobei wir die Annahme verwendet haben, dass (%) # 0. Die Identitét (4.36) liefert
(4.41). O

4.2.1.2 Weitere Maxwell-Relationen

Mit (4.36) lassen sich die Maxwell-Relationen umbschreiben, z.B. folgt aus (4.30)

8S> 1 1 <8V>
_ (2= - _ = = —= , (4.44)
<8p V,N (@>VN (%)S,N or S,N

was bis zu drei weitere Maxwell-Relationen ergibt. Ahnlich kann man (4.41) verwen-
den, um weitere Maxwell-Realtionen aufzustellen.

4.2.2 Suszeptibilitaten und thermodynamische Stabilitat

Eine Suszeptibilitit ist ein MaB fiir die Anderung einer extensiven Gréfle bei Verdn-
derung einer intensiven Grofle.
In diesem Abschnitt halten wir die Teilchenzahl konstant, d.h.

dN =0 (in diesem Abschnitt). (4.45)

Wir kénnen damit den thermodynamischen Zustand mit zwei Variablen beschreiben.

e Da die Temperatur T und der Druck p als Ableitungen der inneren Energie U
geschrieben werden kénnen, kénnen wir sie als Funktion

T=T(S,V) und p=p(S,V) (4.46)

auffassen.
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o Typischerweise verhalten sie diese Funktionen streng monoton in ihren Varia-
blen. Damit kénnen sie invertiert werden, d.h. als Funktionen

S =S(T,p) und V =V(T,p) (4.47)

aufgelost werden (Satz von der Umkehrabbildung aus der Analysis). Alternative
konnen wir —S und V als Ableitung der Gibbs-Energie G(T', p) auffassen.

o Ahnlich bekommen wir die Koordinaten
S =51, V) und  p=p(T,V) (4.48)
indem wir die freie Energie F'(T, V') partiell ableiten.

Die Parametrisierung (4.47) tiber (T, p) liefert

dv 1 /oV 1 /oV

Relative Volumenéanderung dV/V und die Warmezufuhr §@Q = T'dS fithren zu

o Thermischer Ausdehnungskoeffizient
1 <3V> 1 902G
a=— == === (4.50)
V\or),y VOTop
o Isotherme Kompressibilitit

1 /0V 1 9°G
=—— (2 = -2 451
HT Vv (8p>TN v op? (451)

Da G in p konkav ist folgt
kr > 0. (4.52)

Die Eigenschaft (4.52) nennt man auch mechanische Stabilitat, da sich der Stoff
sonst immer weiter ausdehnen und der Druck immer mehr zunehmen wiirde.

Mit dV = (0rV)p ndT + (0,V) 1, ndp gilt also

g = adT — kpdp. (4.53)

o Wirmekapazitit bei konstantem Druck

S 1 0°G
C,=T () =—=—. (4.54)
b o),y  Tor?
Mit dH = TdS + pdN + Vdp haben wir
1 (8H) 1 (35)
— | = dT'==dH =dS = — dT, (4.55)
T\oTr ), N T or), n
daher ist auch .
C, = <> . (4.56)
b T ), n
Auflerdem gilt
0Q =TdS = CpdT, (4.57)

d.h. C, gibt Warmemenge an, die erforderlich ist, um den Kérper um 1 Kelvin
zu erwirmen, wenn p und N festgehalten wird. Auf einem Weg mit konstantem
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Druck p gilt dann

T T
Q) -ty = [ so= [ arc,m). (458)
To To
Wir werden auch feststellen, dass

Cp,2Cy 20. (4.59)

Ausgehend von den Koordinaten (4.48) definieren wir die folgenden weiteren Suszep-
tibilitaten.

o Wirmekapazitit bei konstantem Volumen V:

oS ou 1 0°F
or=1(57),. = (o), =T o)

wobei im zweiten Schritt
dS = (dU + pdV — pdN) /T = (1/T)dU (4.61)

verwendet wurde.

Aus der Konkavitit von F' in T folgt
Cy >0. (4.62)

Die Eigenschaft (4.62) nennt man auch thermische Stabilitit, da sonst Warme-
zufuhr die Temperatur des Korpers verringern und der Stoff so simtliche Warme
yaufsaugen“ wiirde.

o Isochorer Spannungskoeffizient bei konstantem Volumen V:

C1(dp\ 1 &F
Bsp = » <5T>v1v =, arov (4.63)

Die spezifischen Warmen cy, cp folgen durch Division mit Masse der Substanz.
Ausgehend von den Koordinaten (p, S) ist die adiabatische (isentropische) Kompres-

sibilitat als ov 21
1 1
=== | = =—=—" 4.64
" 4 ( Ip ) S,N vV op? ( )
definiert. Da H in p konkav ist gilt

kg >0, (4.65)

19. VL

e Evaluation bis 16.12.19.
Die Maxwellrelationen fithren zu allgemeinen Beziehungen zwischen den Suszeptibili-
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titen (Ubungsaufgabe):

— = 4.66
Cv = rs (4.66)
TV o2 ..
Cy—Cy =V (AL 10.10) (4.67)
RT
2
KT — Kg = ng (4.68)
(6%
S —_ — 40
i = 2 (1.69)

Mit (4.67) folgt tatsdchlich, dass C, > Cly.

Ubungsaufgabe: Berechnen Sie einige dieser Suszeptibilititen fiir ein ideales Gas, d.h.
fiir die thermische und kalorische Zustandsgleichung pV = NkT und U = %N kT.
Beispielsweise sind

1
S 4.70
o=, (1.70)
K E (4.71)
T p 9 .
3
Cy = §Nk:. (4.72)
Mit (4.67) folgt, dass
Cp—Cy =Nk (4.73)
und daher 5
Cp = §Nk:. (4.74)
4.2.2.1 Adiabatengleichung
Wir betrachten ein ideales Gas,
3
U= §NI<:T, pV = NKT, (4.75)
mit konstanter Teilchenzahl N. Wegen (g—g)T = 0 ist dann
dS = = (dU + pdV)
dT p
_ el 4P| 4.76
Cv 7 7 (4.76)
dT dv
=Cy— + Nk—
Cy T + v

Im folgenden bezeichnen C, Cs, ... Konstanten. Mit C, — Cv = Nk ergibt das
S(T,V)=CyIn(T)+ (C, — Cy)In(V) + C4, (4.77)
was man per Differentiation iiberpriifen kann. Die ideale Gasgleichung ergibt
S=Cyn(p)+Cp,In(V)+ Cs (4.78)
mit der Konstanten Cy = C; — Cy In(Nk). Nun setzen wir S konstant. Dann ist

In(p) + kIn(V) = C;5 (4.79)
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mit dem Isotropenezponenten k = Cp,/Cy . Anders ausgedriickt gilt die Adiabatenglei-
chung
p‘/’ki = 04 y (480)

wobei wegen (4.67) k > 1 gilt. Damit ist p(V') gegeben als

L im adiabatischen Fall,

p(V) o {‘1/” (4.81)

v im isothermischen Fall.

4.2.3 Gleichgewichtsbedingungen

Wir betrachten ein thermodynamisches System im Gleichgewicht und &ndern nun ei-
nige der thermodynamischen Variablen. Wie werden nun die anderen Variablen darauf
reagieren? Was ist der neue Gleichgewichtszustand? Diesen Frage wollen wir in die-
sem Abschnitt nachgehen. Dazu fithren wir eine thermodynamische Grofle ein, die
Ezergie, die bei Aquilibrierung nicht zunehmen kann.
Der Thnhalt des Kapitels baut auf [1, Kapitel 2.3] auf.

4.2.3.1 Exergie

Wir betrachten Systeme 3, ¥, und Xy, die nicht im Gleichgewicht sind. Weiterhin
betrachten wir X g als Umbegung/Bad von ¥ mit Temperatur T und Druck pg,
die sich nicht &ndern da wir ¥ als sehr grofl annehmen. Ein weiteres System Xy
dient als Arbeitsreservoir fiir 3, d.h. es kann Arbeit W’ > 0 von X nach Xy adiaba-
tisch transferiert werden. (Man mache sich zu der Gesamtsituation eine schematische
Skizze).

Nun betrachten wir eine Zustandsénderung von ¥ und ¥ g mit entsprechenden Ener-
gie-, Volumen- und Entropieanderungen AU, AUg, AV, AVg, und AS, ASg (Endwert
minus Angangswert). Wir nehmen an, dass ¥ g durchgehend im Gleichgewicht ist, d.h.
dass die Zustandsdnderung von Y quasistatisch verldauft. Die Teilchenzahlen sollen
dabei konstant bleiben. Insgesamt erhalten wir die Bilanz

AV +AVg =0,
e ) (4.82)
AU + AU =-W".
Damit ist die von ¥ and ¥ abgegebene Arbeit
W = pEAVE (483)
und
Q =-TgASg (4.84)
die abegegebene Wiarme. Damit ist
AUg =-W — Q = —pEAVE + TgASE (485)
und so 1
1E (4.86)
= — (=AU - W' —pgAV) ,
Tr

wobei im zweiten Schritt (4.82) verwendet wurde. Da ¥ x ¥ als adiabatisch abge-
schlossen angenommen wurden, d.h. TdS + TrdSg = 0, gilt

AS + ASg >0, (4.87)

d.h. die Entropie nimmt zu, wenn ¥ x ¥ ins Gleichgewicht dquilibrieren. Um genau
zu sein betrachten wir den Fall T' < Tr. Dann ist 0 = %dS +dSg <dS +dSg. Der
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Fall T > Tg, folgt analog und damit auch (4.87).
Zusammen ist

1
AS + T (=AU — W' —ppAV) >0 (4.88)
E
und so ist
W' < =AU +TgAS —ppAV = —AA. (4.89)

Das motiviert die Definition der Ezergie (availability)
AN=U-Uy—Tr(S—5)+pe(V-W), (4.90)

als maximal verfiigbare Arbeit, wobei (S, Uy, V) den Gleichgweichstzustand von ¥
mit X beschreibt. Automatisch gilt im Gleichgewicht, dass A = 0. Allgemein haben
wir AA < —W' < 0 und daher A > 0.

Ubungsaufgabe: Die Situation wird durch Gibbs-Ensemble mit Verteilungen (2.98)
beschrieben. Zeigen Sie, dass

S(pllpo) = TAE (4.91)

ist, wobei p der Anfangszustand von ¥ und pg der Gleichgewichstzustand von ¥ mit

Y ist; S(pl|po) bezeichnet deren relative Entropie (1.84) bzw. (3.43), je nachdem, ob
klassisch oder quantenmechanisch gerechnet wird.

Die Beziehung (4.91) zeigt aus informationstheoretischer Sicht, dass A > 0 und im
Gleichgewicht A = 0 ist.

4.2.3.2 Gleichgewichtsbedingungen

Zur Einfiihrung der Exergie unter Beriicksichtigung der Teilchenzahl verwenden wir
den quantenmechanischen Rahmen, d.h. Dichteoperatoren, Obwervablen und die re-
lative Quantenentropie. Alle Argumenten und Rechnungen sind jedoch analog auch
auf kontinuierliche klassische Verteilungen (mit Abschnitt 1.4) anwendbar. Wir be-
trachten nun zwei verallgemeinerte kanonische Dichteporatoren (Abschnitt 3.4)

p=exp(¥ — A\, M™),

. (4.92)
po = exp(¥o — A\)M™))  (ESK)

auf dem gleichen Hilbertraum und mit den gleichen Observablen M), Dann ist ihre
relative Entropie (3.41)

S(pllpo) = k Tr[p (In(p) — In(po))] (4.93)
= —S(p) + (7o) + XMW~ M) (BSK) |
mit M®) = Tr[pA )] und MY = Tr[pe 1))

Mit der {iblichen Wahl M = (U, V, N) und A = (53, 8p, —Su) legt dies die folgende
Verallgemeinerung der Ezergie nahe:

A =Ty S(pllpo) = U — Uy + po(V — Vo) — g j (N — Néj)) —To(S — So). (4.94)

Wegen (1.85) gilt
A>0. (4.95)

Zwei thermodynamische Systeme, die sich jeweils im Gleichgewichtszustand p und pg
befinden sind genau dann untereinander im Gleichgewicht, wenn p = pg, was aqui-
valent zu S(pllpo) = 0, vgl. (3.44). Damit kénnen wir die Exergie heranziehen, um
Gleichgewichtssituation zu charakterisieren. Dazu betrachten wir im Folgenden Si-
tuationen, wo einige der thermodynamischen Variablen nicht im Gleichgewicht sind,
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wobei Uy, Vg, Ny, usw. jewils die thermodynamischen Groflen im Gleichgewicht be-
zeichnen. Einige der Variablen werden nun auf ihrem Gleichgewichtswert konstant
gehalten. Uber die Exergie (4.94) kénnen wir fiir entsprechende Situationen Riick-
schliisse auf Extremalitdt des zu den Variablen passenden Potentials ziehen.

Beispiele:
(i) Isolierte Systeme: Fiir konstantes U,V, N ist

S—5,<0 (4.96)

und S ist im Gleichgewicht mazximal.

(ii) Isentropisch-isochores System: Fir konstantes S,V, N ist
U-Uy>0 (4.97)

und U(S,V, N) ist im Gleichgewicht minimal.

20. VL

(iii) Isotherm-isochores System: Fiir konstantes T', V, N ist

0<A
= (U = TS) — (Uy — ToS0) +8 (T = To) +po (V — V) —p; (N9 — Ny
—_———— — —— —— —— —_———

=F =F, =0 =0 =0
=F-F
(4.98)
(mit ESK) und F(T,V, N) ist im Gleichgewicht minimal.
(iv) Isotherm-isobares System: Fiir konstantes T, p, IN ist
0<A
= (U =TS +pV)— (Uo — ToSo + poVo) =V (p — po) +S (T — Tp) —poj (ND — N§)
—— —— —_———
=G =Go =0 =0 =0
=G -Gy (4.99)

(mit ESK) und G(T,p, N) ist im Gleichgewicht minimal.

(v) Isenstropisch-isobares System: Fiir konstantes S, p, IN ist

0<A
= (U +pV)— (U +poVo) =V (p — po) —To (S — So) —po; (NG — Néj))
—_———— — Nl
=H =Hp =0 =0 -
= H = H (4.100)
(mit ESK) und H(S,p, N) ist im Gleichgewicht minimal; vgl. Ubungsaufgabe
9.4.

(vi) Isotherm-isochores System: Fiir konstantes T', V, p ist

0<A
= (U~ TS — ;N9 — (U — ToSo — p1o;N§) =S T — Ty —p (V — Vo) + N (g — puo)
=H =Hp =0 =0 =0
— - d, (4.101)

(mit ESK) und ®(T,V, ) ist im Gleichgewicht minimal.
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4.2.3.3 Anwendungsbeispiel: Dampfdruck

Wir betrachten zwei Phasen der selben Substanz im Gleichgewicht, N7 Teilchen in
einer Gasphase und Ny Teilchen in einer fliisssigen Phase. Durch Kopplung an ein
grofleres Bad Y werden p und T konstant gehalten. Gleichzeitig soll die Gesamtteil-
chenzahl N = N; + N3 erhalten bleiben.

Wir suchen nun den Dampfdruck P(T) = p, bei dem eine Koexistenz von Gas und
Fliissigkeit, d.h. N1, No > 0, moglich ist.

Zuerst fithren wir hierzu molare Gréflen ein: n = N/Ny ist die Teilchenzahl in Mol,
wobei N die Avogadro-Konstante ist und dhnlich fiir n; und n;. Mit g, g1, g2 be-
zeichnen wir die molare Gibbs-Energie, d.h. die Gibbs-Energie eines Mols. Eine analoge
Notation kann fiir andere extensive Gréflen verwendet werden.

Im Gleichgewicht ist die gesamte Gibss-Energie G(T, p) mit G = n1¢1 +nogs minimal.
Zuldssig Abweichungen vom Gleichgewicht erfiillen

Any 4+ Ang =0. (4.102)
Die ensprechende Abweichung der Gibbs-Energie muss wegen der Minimalitat von G
AG = g1Any + goAng = (g1 — g2)Any 20 (4.103)

erfiilllen (Minimalitdt von G und Taylor 1. Ordnung um den GG-Wert von n4), d.h.
91(T, P(T)) = go(T, P(T)), (4.104)

sofern die Dampfdruckkurve P(T) als Funktion lokal existiert (Satz iiber implizite
Funktionen, Abschnitt 4.2.1.1). Mit dn = dny +dns = 0 ist die Fundamentalgleichung

dg = —sdT + vdp (4.105)
und mit g; = go ist
— (82 —81)dT + (v2 —v1)dp =0. (4.106)
Damit ist AP sy s . .
T~ v o (Clausius-Clapeyron-Gleichung). (4.107)

Mit der molarer Verdampfungswirme q := (s1 — s2)T" schreiben wir das als

P q

= T (4.108)

Beispiel: Ideales Gas (ein Gas weit weg vom kritischen Punkt). Mit idealer Gaskon-
stante R = Nak ist v1 = 2L > vs und damit haben wir die Differentialgleichung

P(T)
dP q
7= T PO, (4.109)
die durch
P(T)=C exp(—%) (Dampfdruck ideales Gas) (4.110)

gelost wird.

4.2.3.4 Anwendungsbeispiel: Gibbs-Energie in chemischen Reaktionen

Die Gibbs Energie G(T,p) = H — T'S gibt an, ob eine Reaktion ,spontan“ ablduft.
Ist AG = AH — TAS < 0 so ist die Reaktion ezergonisch. Bei konstanten T und p
verringert die Reaktion also die Gibbs-Energie und kénnte daher aus thermodynami-
scher Sicht also stattfinden. Mit G = H — T'S kann das so gedeutet werden, dass die
Entropiezunahme als die treibende ,, Kraft“einer chemischen Reaktion angesehen wer-
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den kann, welche die durch H gemessene Wérmeerzeugung iiberkompensieren muss.
(Vgl. Ubungsaufgabe 9.3).

4.2.3.5 Anwendungsbeispiel: Massenwirkungsgesetz

Ubungsaufgabe 11.3

4.3 Thermodynamische Prozesse

4.3.1 Grundbegriffe

Im Gleichgewicht kann ein System durch U, V, N bzw. entsprechend konjugierte
Variablen beschrieben werden. Alle anderen Grossen folgen dann aus Zustands-
gleichungen.

Umgekehrt kann ein System, das sich nicht im Gleichgewicht befindet, nicht
durch thermodynamische Zustandsvariablen beschrieben werden.

Ein thermodynamischer Prozess ist ein Prozess bei dem mindestens Anfangs-
und Endzustédnde thermodynamische Gleichgewichtszustinde sind.

Ein reversibler Prozess ist eine thermodynamische Zustandsdnderung, die je-
derzeit wieder umgekehrt ablaufen kénnte, ohne dass das System oder dessen
Umgebung dabei bleibende Verédnderungen erfahren. Die Definition von Rever-
sibilitét ist hier etwas enger als in der statistischen Mechanik (Abschnitt 2.2.3).

Reversible Prozesse sind quasistatisch (Nichtgleichgeweichtsprozesse sind nicht
reversibel) und isentropisch (2. Hauptsatz). Bei Untersystemen kann die Entro-
pie zu- oder abnehmen, doch die Gesamtentropie muss gleich bleiben.

Es gibt quasistatische (also beliebig langsame) irreversible Prozesse (Gay-Lussac-
Versuch). Nicht-quasistatische Prozesse sind immer irreversibel.

Irreversible Prozesse sind also nicht umkehrbar, z.B. ein Ubergang von einem
Gleichgewichtszustand in einen Nichtgleichgewichtszustand. Erfahrungsgemé-
ss geht das Nichtgleichgewichtssystem dann in einen neuen Gleichgewichtszu-
stand iiber, aber der Ubergang zwischen Anfangs- und Endzustand ist irrever-
sibel (Entropie hat sich erhoht). Das System geht nicht mehr spontan in den
Nichtgleichgewichts-Zwischenzustand zurtick.

Ist ein Prozess reversibel und wird die Warme ) umgesetzt, so gilt wegen der
Energieerhaltung
T'dSrev = 0Qrev , (4.111)

wobei ,rev“ betont, dass es sich um einen reversiblen Prozess handelt. Man
spricht auch von reversibel umgesetzte Wirme.

Irreversible Prozesse

4.3.2 Irreversible Expansion eines Gases: Gay-Lussac-Versuch

(1807)

Wir hatten gesagt, dass T'dS in bestimmten Situationen als Warme 0@ interpretiert
werden kann. Der Gay-Lussac-Versuch (mit Versuch von 1807) beschreibt die Irre-
versible Expansion eines Gases und gibt iiber den Zusammenhang von d.S und 6Q
genaueren Aufschluss.

Der Gay-Lussac-Versuch darf nicht mit dem Joule-Thomson-Effekt (spater) oder dem
Gesetz von Gay-Lussac verwechselt werden, die ebenfalls die Ausdehnung von Gasen
zum Thema haben.
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pics/Gay-Lussac.png

Abbildung 4.1: Im Gay-Lussac-Versuch expandiert ein Gas in ein Vakuum.

Bei dem Versuch expandiert ein Gas adiabatisch (Abbildung 4.1). Der Prozess lauft
bei konstanter innererer Energie U = U; + Uy ab. Man verwendet ein isoliertes Gefaf3
mit dem Volumen V = Vj + V5. Zu Beginn sind die Volumina V; und V5 mit einer
Trennwand getrennt, in V; befindet sich ein Gas der Temperatur 7" und V5 ist eva-
kuiert. Dann wird die Trennwand entfernt und Gas stromt auch nach V5. Wie sehen
nach Aquilibrierung die thermodynamischen Zustandsvariablen aus?

Bemerkung: Nach Entfernen der Trennwand setzen (auch bei sehr langsamer, also
quasistatischer Prozessfiihrung) irreversible (turbulente) Prozesse ein, die thermody-
namisch nicht beschreibbar sind. Nur Anfangs- und Endzustand kénnen thermody-
namisch beschrieben werden. Insbesondere hat die Relation §QQ = T'dS hier keine
Bedeutung (gilt also nicht).

4.3.2.1 Ildeales Gas

Vor Expansion sind Entropie, Druck und innere Energie durch

S = Nk <;+ln []\E/;SD (4.112)

mit thermischer Wellenldnge A = h/v2rmkT [s. Sackur-Tetrode-Gleichung (2.91)],
p = NkT/Vi und U = 3NKT gegeben. Da U(T,V) offensichtlich nicht volumenab-
héngig ist, herrscht nach der Expansion die gleiche Temperatur, also auch die gleiche
thermische Wellenlédnge.

Dei einzige Anderung der Entropie (4.112) ist durch V; — V = V; + V5, gegeben und
der Druck nach der Expansion ist p = NkT/V . Die Entropie erhoht sich also um

AS = NkIn(V/V;) > 0. (4.113)

Die Entropie hat sich also erhoht, ohne dass Warme zugefiihrt wurde, d.h.
mit AQ = 0.

Wir werden sehen, dass der 2. Hauptsatz fiir thermodynamische Prozesse in einem
abgeschlossenen Gesamtsystem besagt, dass

TdS > 6Qey , (4.114)

wobei irreversible Prozesse durch T'dS > §Q.e, charakterisiert sind. Der hier betrach-
tete Prozess ist also irreversibel obwohl er quasistatisch gefithrt werden kann. Die
Aufhebung der Zwangsbedingung (Trennwand) fithrt zu einer héheren Entropie. Eine
spontane Umkehrrichtung des Prozesses ist nicht moglich (System nimmt nicht von
sich aus Zustand vor Aufhebung der Zwangsbedingung ein).

21. VL
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Im ersten Tutorium im neuen Jahr (7.1.) bietet Kathrin Dorn eine wiederholende Diskussion zur
Quantenmechanik an. Diese wird nach der iiblichen Besprechung des aktuellen Ubungsblattes
stattfinden.

4.3.2.2 Allgemeines Gas

Fiir allgemeine Gase kann man folgendes zeigen: (i) dass sich die Temperatur d&ndern
kann und (ii) die Entropie im Gay-Lussac-Versuch immer ansteigt. Dies folgt aus den
Gleichungen

_1(2e
Ty _ piT(aT% (4.115)
v )y Cy '

und

a8 p
(W)U =5 >0, (4.116)

welche auf dem 11. Ubungsblatt hergeleitet werden sollen.
Die Entropie muss also bei Expansion mit konstanter Energie U immer zunehmen.
Dies bestitigt, dass das Ausstromen eines Gases immer irreversibel ist.

4.3.3 Mischung von Gasen

In Ubungsaufgabe 6.2 wurde fiir die Mischung zweier idealer unterscheidbarer Gase
gezeigt, dass die Entropiednderung

1% 1%
AS = Nikln (V1> + NokIn (V2> (4.117)

mit V = Vj + V5 ist, wobei zu Beginn N;. Die Mischungsentropie idealer Gase ist also
gleich der Entropieerzeugung zweier entsprechender Gay-Lussac-Versuche!
Im dem Fall von Gasen ununterscheidbarer Teilchen ist

AS = Nkln (V> —Nikln (Vl> —NokIn <V2> = Nikln(p1)+NokIn(pa)—NkIn(p)
N Ny No

(4.118)

mit N = Ny + Ny und p, = N,kT/V,. Das heisst, dass es, wie erwartet, bei glei-

chen Driicken p; = po keine Entropiednderung gibt. Dafiir ist der 1/N!-Faktor im
Phasenraumvolumenelement (2.32) notwendig.

Reversible Prozesse

Isotherme und adiabatische Volumenédnderungen kénnen zu einem reversiblen Kreispro-
zess — dem Carnot-Prozess — zusammengesetzt werden.

4.3.4 Isotherme Expansion eines idealen Gases

Der Isotherme Prozess mit p = NkT'/V ist die reversible Variante vom Gay-Lussac-
Versuch. Hier wird bei einer Expansion (quasistatisch) von Vy nach V die Energie

1%
—-W = p(V)dV
Vo
v 4.119
= NkT v ( )
v V

= NkTIn(V/Vi) > 0

als Arbeit geleistet (Aufgabe: Zeichnen Sie die Arbeit in einem p-V-Diagramm ein).
Da die innere Energie U = %N kT konstant bleibt wurde Warme @ = —W vom
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Reservoir an das System abgegeben, was einer Entropieerhdhung um

Q w
AS=—=2=—— 4.12
S T T >0 (4.120)

entspricht. Dabei wurde jedoch dem Gesamtsystem keine Warme zugefiihrt (ideales
Gas). Wir werden sehen, dass die Zustandsidnderung als Teil eines Carnot-Prozesses
reversibel gemacht werden kann: Die Arbeit kann ,verwendet “werden, um das Gas
wieder isotherm auf das urspriingliche Volumen zu komprimieren.

4.3.5 Adiabatische Expansion eines idealen Gases

Aus Abschnitt 4.2.2 wissen wir, dass fiir ein ideales Gas
5 3
ist. Der Isotropenexponent x = C)/CYy ist daher
5
=_. 4.122
e (1122)
Damit ist fiir einen adiabatischen Prozess

poxc VO3, (4.123)

Die durch eine Expansion (quatistatisch) generierte Arbeit ist mit p(V') = po(V/Vy) ™"
als

\4
-W = =pdV
Vo
14
_ pOVO5/3 V—5/3 dv (4.124)

Vo
- gNkTO (1= (v/ve) )

gegeben, wobei wir poVy = NkTy verwendet haben. Wegen T'dS = §Q = 0 bleibt die
Entropie konstant und die Abgabe der mechanischen Arbeit geht mit einer Tempe-
raturdnderung einher. Im Gay-Lussac-Versuch hingegen wird die Arbeit , dissipiert*
und T bleibt konstant.

AbschlieSend sei noch bemerkt, dass der Adiabatenkoeffizient x von der Gasart ab-
hingt. In Ubungsaufgabe 11.2 soll x aus ,mechanischen Eigenschaften® eines Gases
bestimmt werden.

22. VL

7.1.2020

4.3.6 Der Carnot-Prozess

Wir betrachten ein System, das an Warmebédder der Temperaturen 75 > 77 und an
ein Arbeitsreservoir koppelt. Wir nehmen an, dass das System einen reversiblen (also
insbesondere quatistatischen) Kreisprozess (periodischer Prozess) beschreibt. An die
reservoire werden jeweils die Warmen o, Q1 und die geleistete Arbeit —WW abgegeben.
Wir wéhlen die Vorzeichen so, dass Energien, die an das System iibertragen werden,
positiv und die Abgegebenen Energiebetrige negativ gezahlt werden.
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Fiir einen Zyklus gilt dann

AU=W+Q1+Q2=0 (4.125)
Q1 | Q2
AS=—+ == 4.12
S=g*t7, =0 (4.126)

da U und S Zustandsfunktionen sind und der Prozess quatistatisch durchlaufen wird.
Die Entropiednderungen der Wéamebéder ist daher iiber

Q1 Q2
AS] = —— = = = —AS 4.127

! T, T 2 (4.127)
gegeben. Der Wirkungsgrad des Kreisprozesses ist als
W

Q2

also dem Verhaltnis aus Arbeit und ,verbrauchte “Wérme definiert, wobei man die
an das kéltere Warmebad abgegebene Wérme als verbraucht betrachtet. Mit (4.125)

n: (4.128)

ist
Q1+ Qr @
=t =g (4.129)
Aus (4.126) folgt
@ __ L
% T (4.130)

und damit der maximale Wirkungsgrad, der mit dem 1. und 2. Hauptsatz kompatibel
ist (Carnot-Fall),

T
ne=1-—=<1. (4.131)
T

Als reversibler Kreisprozess kann der Carnot-Prozess in zwei Richtungen betrieben
werden:

o Vorwértsbetrieb/Rechtsprozess (im T-S- und p-V-Diagramm): Fiir Q2 > 0 wird
—W = nQ2 > 0 als Arbeit geleistet und Warme —Q1 = Q271/T> > 0 an das
T,-Wirmebad abgegeben (Warmekraftmaschine).

o Riickwértsbetrieb/Linksprozess: Fiir Q3 < 0 wird Arbeit W = nQ2 > 0 aufge-
nommen und Wirme Q1 = Q271 /T> > 0 dem T3-Wirmebad entzogen und an
das T>-Wirmebad abgegeben (Wérmepumpe/Kéltemaschine).

Der Wirkungsgrad der Wéarmepumpe ist als

nw = _V% =1/n (4.132)
definiert und gibt im Carnot-Fall
Ty
= 1. 4.133
new = p— > (4.133)

Analog ist der Wirkungsgrad der Kéltepumpe als

NK = % (4.134)
definiert und ist im Carnot-Fall
- 2 12 (4.135)
= TQ_Tl :nc’w—l.
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Ergebnisse:

(i) Der Carnot-Wirkungsgrad ist universell, d.h. hingt nur von der Temperatur der
Bader ab.

(if) Warme kann nicht vollstédndig in Arbeit umgewandelt werden (ohne dafl weitere
Anderungen auftreten). Das schlieBt die Existenz von Perpetua mobila 2. Art
aus.

Eine Carnot-Prozess kann man explizit aus isothermen und adiabatischen Prozessen
zusammensetzen, d.h. es existieren idealisierte Kreisprozesse mit n = nc.

Ubungsaufgaben (s. auch Ubungsblatt 12):
Skizzieren Sie die zugehérigen T-S- und p-V-Diagramme und rechnen Sie anhand der
vier Phasen den Wirkungsgrad nach. Nehmen Sie dabei Bezug auf

~W = ¢ pdV
% (4.136)

:Q:fTw.

4.3.7 Der zweite Hauptsatz

Formulierungen des 2. Hauptsatzes

(i) Im Gleichgewicht maximieren die intensiven Variablen die Entropie (s. auch
Gleichgwichtsbedingungen in Abschnitt 4.2.3.2), d.h. die Entropie kann insbe-
sondere in isolierten thermodynamische Systeme nicht abnehmen.

(if) Wéarme kann nicht vollstdndig in Arbeit umgewandelt werden, ohne dass irgend-
wo weitere Anderungen auftreten (Thomson; Planck), d.h. n < 1.

(iii) Wérme kann nicht von einem kélteren zu einem wérmeren System iibergehen,
ohne dass weitere Anderungen auftreten (Clausius 1850). Sonst kénnte man
Wiérme vom T7-Reservoir zum T5-Reservoir transferieren und so 17 < 1 verletzen

(Skizze in VL).

(iv) Alle zwischen den Reservoiren mit Temperaturen 7; und T reversibel arbei-
tenden Carno-Kreisprozesse haben denselben Wirkungsgrad 7c; dieser ist der
maximal mogliche Wirkungsgrad fiir alle Vorwértsprozesse, irreversible Prozesse
eingeschlossen. Sonst konnte man die unterschiedlichen Carnot-Maschinen ,ver-
ketten®, einen als Warmepumpe und einen als Warmekraftmaschine und so den
2. Hauptsatz verletzen (s. VL).

(v) Der Carnot-Wirkungsgrad ist der hochstmogliche, d.h. n < n¢ fir alle Kreispro-
zesse (sonst konnte man den Prozess mit einem Carnot-Prozess verketten und
ein Perpetuum mobile erhalten).

Irreversibel arbeitende Maschinen haben einen Vorwérts-Wirkungsgrad n (Wéar-
mekraftmaschine) und einen Riickwértswirkungsgrad n_ (Wéarmepumpe) mit

ne <n. (4.137)
Wie oben fithrt . > n_ iiber Verkettung dieser Prozesse zu einem Widerspruch.

(vi) Es existiert eine Zustandsfunktion S mit dS = 6Qyev/T, die bei reversiblen
adiabatischen Prozessen konstant ist. Allgemein gilt fiir abgeschlossene Systeme
ds > 0.

Wir haben gezeigt, dass (i) = (ii).
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Ubungsaufgabe: Zeigen Sie, dass (ii) < (iii) und (ii) = (iv) (in der 22. VL vorgefiihrt).
In Abschnitt 4.3.9 werden wir sehen, dass (iv) = (vi). Da (vi) im Wesentlichen eine
Unformulierung von (i) ist, sind die unterschiedlichen Formulierungen des 2. Haupt-
satzes dquivalent (bis auf die statistischen Interpretation von (i)).

4.3.8 Absolute Temperatur (Zusatzinfo)

Wodurch ist unsere Temperaturskala ausgezeichnet? Kénnten wir z.B. auch eine Ska-
la verwenden, die statt die Klevin-Skala eine Kelvin-Quadrat-Skala verwendet (z.B.
10K — 100 K?)?

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dass der Carnot-Prozess die Kelvin-Skala
bis auf einen konstanten Faktor auszeichnet. Dabei gehen wir von einer willkiirlichen
Temperaturquantifizierung 9 aus, wobei ¥ monoton bei Warmezufuhr steigt. Sei nun
%1 < ¥3. Vom Carnot-Prozess wissen wir, dass

o
Q2
eine universelle Funktion ist (h&ngt nur von 1 und ¥2 ab). Nun betrachten wir

zwei Carnot-Prozesse, einer fir 17 < 92 und einer fiir 95 < 19¥3. Da wir die Carnot-
Maschinen aneinanderhédnge kénnen, gilt

f(01,92) =1 —nc(V1,92) = — (4.138)

Q1 Q1 Qs
f(91,93) = o o, —az = f(V1,92) f(V2,73) , (4.139)
wobei fiir die Carnot-Maschine zwischen J5 < 3 die Warme Q% die Rolle von Q2 und
Q% die Rolle von @ spielt (Skizze). Nun wéhle wir ¥ als beliebigen Referenzwert.
Dabher ist

f(’l917 193) = a(’l?l)b(’ﬂg) (4140)

mit a(¥1) = f(¥1,92) und b(I3) = f(V2,¥3). Mit f(J,¢) = 1 fir alle ¥ kann man

zeigen, dass
1 1
b(¥3) = —— = ——— 4.141
( 3) G/(193> T('l93) ( )

(ohne die Annahme 97 < 92 < ¥3) und so

T(v1)
= . 4.142
f(ﬂlaﬁ?)) T(’l93) ( )
Wir bezeichnen T'(¢) als absolute Temperatur. Mit T; == T'(19;) ist
T
n=1-f(¥1,95) =1——. (4.143)
15

Die Temperaturskala ldsst noch einen Faktor a > 0 offen, d.h. auch die Wahl 7" (9) =
aT'(¥) wire méglich. Dies enspricht einer anderen Wahl des Referenzwertes 5. Ubli-
cherweise wahlen wir ihn so, dass die Schmelztemperatur von Wasser den Wert 273.15
ergibt.

23. VL

Eine Datei pro E-Abgabe

4.3.9 Phanomenologische Entropie

Wir nehmen an, dass die Formulierung (vi) des 2. Hauptsatzes gilt und folgern in
diesem Abschnitt die Existenz und Grundlegende Eigenschaft der Entropie.
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Fiir alle reversiblen Kreisprozesse gilt, dass n - nc, d.h.

-W Q1+ Q2 1 T
_ _ Ly 4.144
1 Q2 Q2 T e ( )
und damit 0 0
1 2
— 4+ ==0. 4.145
Ty + Ts ( )

Allgemeiner gilt fiir eine quasitatische Folge von Gleichgewichtszustdnden mit Tem-
peraturen Ty, ..., T, = Ty, dass

n

> % =0 (4.146)
i=1 '

mit AQ; = Q; — Q;—1, wobei Anfangszustand mit T und Endzustand gleich sind.
Daher gilt

0
7{ %fev =0 VY reversiblen Kreisprozesse, (4.147)
denn diese Integrale konnen jeweils beliebig genau durch eine Diskretisierung (4.146)
approximiert werden; der Index ,,rev* betont, dass es sich um einen reversiblen Prozess
handelt. Daraus folgt, dass eine Zustandsfunktion S existiert, so dass

1
dS = = 6Qrev (4.148)

d.h. 1/T ist ein integrierender Faktor fiir §Q,ev. Wir nennen S die phinomenologische
Entropie, die bis auf eine konstante eindeutig ist und auch unserer zuvor definierten
Entropie entspricht.

Die Formulierung (vi) des 2. Hauptsatzes besagt aufierdem, dass fiir beliebige (nicht-
reversible) Kreisprozesse

_ W _ @it T

= 1—- == 4.149
T Q2 T, - ( )
gilt und damit
Q1 |, Q2
— 4+ ==<0. 4.150
T + T — ( )
Dies impliziert, dass
]
7{?@ <0 V Kreisprozesse. (4.151)

Wenn wir nun einen beliebigen Prozess A — B haben, kénnen wir ihn reversibel zu
. . rev . .
einem Kreisprozess A -+ B — A ergéanzen. Dann ist

0Q _ [PoQ | [" 0Qrev
> P — = — 4.152
o,fT/AT+/BT, (4.152)
——
Sp—5a
d.h. 5
0
SB—SAZ/ —Q (4.153)
a T
Da dies fur alle Prozesse A — B gilt, haben wir das folgende Resultat.
as > % (4.154)

Auflerdem haben wir gesehen, dass eine Entropiefunktion existiert, die in isolierten
Systemen nicht abnehmen kann, was weitgehend der Formulierung (i) entspricht.
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4.3.10 Der 3. Hauptsatz der Thermodynamik

Im Kern besagt der 3. HS, dass es nicht madglich ist, ein System bis zum absoluten
Nullpunkt abzukiihlen.

Satz 4.4 (3. HS von Nernst 1905 und Préazisierung von Planck 1911):

Wir betrachten ein Quantensystem mit einem Hamiltonoperator H. Sei go die
Entartung des Grundzustands von H. Dann ist die Entropie des verallgemei-
nerten kanonischen Dichteoperators (3.66)

lim S(M) = kIn(go), (4.155)
T—0

wobei kT = 1/ = 1/A\y ist.

Beweis fiir den kanonischen Zustand. Wir schreiben den Hamiltonoperator H in sei-
ner Eigenzerlegung als

H=>) E;Pj, (4.156)
J

wobel Ey < Ey < ... die Energiecigenwerte und Pj die Eigenprojektoren sind. Mit
g; = Tr[Pj] bezeichnen wir die Energieentartungen.
Die Zustandssumme ist

Z =Tl M =3 e B m(p] =Y ge P (4.157)
J J

und damit der kanonische Zustand
—BE;
e Pri .
p= = IJ
D ST
oBBog—B(E;~Eo)
= Z E B my LI
eB 0 Zk gk_e*,@( k— 0)

J

efﬁ(Ej*EO) p
- ' 4158
S o
1 . 1 A
= PO —B(E;—Eo) ps
>y gre~P(Brk—Eo) - > gre =B Er—Fo) ; € J
Wegen
Jim e AETE) = 6 (4.159)
ist der Zustand bei T'=0 .
gm p= Po, (4.160)

also der maximal gemischte Zustand auf dem Grundzustandseigenraum. Da die Entro-
pie (3.32) stetig ist, haben wir damit

lim S(p) = lim S(p) = kln(go) . (4.161)

T—0 B—r00

Der allgemeine Beweis geht analog oder man kann mit der Aquivalenz der Ensemble
argumentieren. O

Bemerkungen und Konsequenzen:

o Typischerweise ist die Entartung go klein, so dass In(gg)/N =~ 0 fir makrosko-
pische Systeme ist. Genauer: die Spektren von Vielteilchenhamiltonoperatoren
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sehen meist wie eine passend skalierte Normalverteilung aus, was man z.B. fiir
bestimmte Félle mithilfe eines nicht-kommutativen zentralen Grenzwertsatzes
rigoros zeigen [23, 24] kann.

Damit ist die molare Entropie dann auch praktisch gleich Null.

o Mithilfe der Warmekapazitiat C'x = T(g—;) + kann die Entropie als

S(T) — S(T = 0) = /0 L CXT(T) (4.162)

geschrieben werden. Daraus folgt, dass

Jim Ox(T) =0, (4.163)

da das Integral sonst keinen endlichen Wert ergeben wiirde (Ubungsaufgabe
12.3).

¢ Es ist nicht moglich, ein System bis zum absoluten Nullpunkt abzukiihlen:

Dazu miisste man dem System sdmtliche Entropie entziehen. Fiir die bekannten
Prozesse und realistische Hamiltonoperatoren kann man jedoch einfach argu-
mentieren, dass dies nicht geht. Optimalerweise wiirde man hier wieder zwischen
isothermen und adiabatischen Teilprozessen wechseln. Im S-T-Diagramm wiir-
de man sich dann auf einem , Kegel“Schrittweise in Richtung T = 0 beweben,
wobei jeder Schritt zwar die Temperatur verringert, jedoch nicht auf T = 0
fithrt (Ubungsaufgabe 12.3).

5 Modellsysteme und
Phaseniibergange

In diese Kapitel wollen wir einige spezielle Modellsysteme genauer diskutieren.

5.1 ldeales Molekul-Gas

Das ideale Gas haben wir als paradigmatisches Beispiel wiederholt diskutiert. Es be-
schreibt gleichartige Mikroteilchen ohne gegenseitige Wechselwirkung. Daher werden
verdiinnte Gase, wo der mittlere Teilchenabstand viel grofler als die Reichweite des
Wechselwirkungspotentials ist, korrekt beschrieben.

Die kanonische Zustandssumme (2.88) ist

V/AHN
ZNzi( /N') (5.1)
und die Grofikanonische Zustandssumme (2.117)
Z = exp(2V/\3) (5.2)

mit thermischer Wellenldnge A = und Fugazitit z = e®#. Weiterhin ergeben

__h
2mmkT
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sich die folgenden Zustandsgleichungen (Abschnitte 2.3.1.1, 2.3.3.2 und 4.1.1)

S v 5
=ln|—r - kur-T .
PN o {N)\?’] + 5 (Sackur-Tetrode) (5.3)
3
U= §NkT (kalorische Zustandsgl.), (5.4)
Vz
pV = NkT (thermische Zustandsgl.). (5.6)

Die in der Herleitung auftauchenden Faktoren von 3/2 miissen fiir ideale Molekiilgase
durch f/2 ersetzt werden, wobei f die Zahl der nicht-eingefrorenen Freiheitsgrade
des Molekiils ist, die als quadratische Terme in der Einteilchenhamiltonfunktion auf-
tauchen (Aquipartitionsprinzip, Ubungsaufgaben 6.1 und 8.1). Beispielsweise ist hat
ein 2-Atomiges Molekiil (hantelformig) 3 Translationsfreiheitsgrade, 2 Rotationsfrei-
heitsgrade und 2 Schwinungfreiheitsgrade (kinetische + potentielle Energie). Unter
Normalbedingungen (T = 0°C, p = latm) sind bei Gasen wie Sauerstoff, Stickstoff,
Wasserstoff die Schwingungsfreiheitsgrade eingefroren, was zu f ~ 5 fithrt und expe-
rimentell iber die Messung der Warmekapazitdten bestatigt werden kann.

Genauer bit es Temperaturen ©,,; und Oy, bei denen das Einfrieren der Freiheits-

grade stattfindet, was durch
ou f
Cy=|—=— = =Nk 5.7
o= (1), 3 o7

erfasst wird; genaueres in der VL oder [2, Abb. 5.3 und Erklérungen].

24. VL

Weil mein kleiner Sohn krank geworden ist und ich mich daher um ihn kiimmern muss,
fallt diese Vorlesug leider kurzfristig aus. Bitte lesen Sie bis zur ndchsten Vorlesung
am 17.1. den Abschnitt 5.2 bis einschlief$lich Abschnitt 5.2.2. Fragen zum Inhalt wer-
den zu Beginn der ndchsten Vorlesung besprochen (umgedrehter Unterricht).

Zur Hilfe und fiir Skizzen kann z.B. [2, Kapitel 5.3] herangezogen werden.

Viele Griif$e
Martin Kliesch

5.2 Reale Gase

Nun betrachten wir die Situation, wo die Wechselwirkungen zwischen den Teilchen
nicht mehr vernachléssigt werden kann. Weiterhin nehmen wir an, dass die Tempe-
ratur so grofl ist, dass Quanteneffekte vernachléssigt werden kénnen. Ensprechend
schreibe wir die Hamiltonfunktion von N Teilchen als

N o2
H(p,q) = Z % + Z‘P(Qi —q;) + Vivana(q) , (5.8)
i=1

i<j

wobei m die Teilchenmasse und ¢ das Wechselwirkungspotential der Teilchen ist. Mit
(s. z.B. Ubungsaufgabe 4.3)

%/dpk exp(—ﬁ#%) :i (5.9)
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ist die kanonische Zustandssumme

1
Z = / dge PHE) = TN / N dpy ... EpydPqr ... Bgye PP (5.10)
cJV

VN
= NDov TN /VN d3qq ... d3qn exp —BZQ@(qi -qj) |, (5.11)
=:Zideal 1<y

=Zpot

d.h. sie faktorisiert in einen kinetische Anteil Zjqca1, der identische zur kanonischen
Zustandssumme (2.88) eines idealen Gases ist, und einen Anteil fiir die potentielle
Wechselwirkungsenergie Zo.

Um die Zustandsumme weiter auszurechnen werden wir sie fiir kleine Abweichungen
vom idealen Gas ndhern, indem wir die sogenannte Virialentwicklung von Z durch-
fithren. Dazu flihren wir

fi,j = exp(—,@gp(qi — qj)) -1 (512)

ein, so dass f; ; — O fiir ein verschwindendes Wechselwirkungspotential ¢. Nun entwi-
ckeln wir die Zustandssumme (5.11) nach Potenzen von f; ;, was die Virialentwicklung
liefert:

1 3 3
Z:W/‘/Nd q ...d qNH(1+fi,j)

i<j
) (5.13)
_ 3 3 . .
= NDaN /VNd ql...d gn 1+;f17] +;fz,]fk,é+...
k<t
Hier betrachten wir die niedrigste Ordnung, die vom idealen Gas abweicht:
Z——1 |y~ +VN‘QZ/ qidq;fi (g —q;) +O(VN=H| . (5.14)
NIN3N < Jvr2 oI !

1<J

Mit der Relativkoordinate r := q; — q2, der Ununterscheidbarkeit der Teilchen, der
Annahme, dass p(r+a) = p(r) = ¢(—r) fiir alle r und a ist und der Zustandssumme
des idealen Gases (5.2) ergibt das

1 o N(N-1) _
Z = ran {VN + VN 2#/(131'%(7') +O(VN=2)
N(N -1 5.15
= Zideal |:1 + % B(T) + O(l/VQ)] ( )
=Zpot
mit dem 2. Virialkoeffizienten
B(T) = %/d?’rfl’g(r) >0, (5.16)
welcher die intermolekulare 2-Teilchenwechselwirkung beriicksichtigt.
5.2.1 Thermische Zustandsgleichung
Es gilt (s. z.B. die Tabelle in Abschnitt 4.2)
OF 0ln(2)
= = = kT . .17
P="av av (5:17)
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Mit (5.15) ist die freie Energie

F=—kTIn(Z) = —kT (In(Zidea) + In(Zpot))

~ I'ideal — kT1H<1 + WB(T))

(5.18)
N(N -1)

~ I'ideal — kT Vv

B(T).

x) =
~ N

]

wobei Fldeal die freie Energie eines idealen Gases bezeichnet und wir In(1 +
x + O(2?) verwendet haben. Mit — aF‘dVeal = Pideal = NKT/V und N(N — 1)
erhalten wir schliellich

NkT N2
pr —— —kTB(T) — 5
v v (5.19)
_NET G Ny '
Vv TV

Dies sind die ersten zwei Summanden einer Reihenentwicklung in der Teilchendichte
N/V mit dem 1. Virialkoeffizienten 1 und 2. Virialkoeffizienten B(T). Den Koeffizi-
enten B(T') kann man experimentell bestimmen oder mit ausgefeilteren Herleitungen
ausrechnen. Dazu muss man ein konkretes Potential ¢ annehmen. Ein gutes Modell
ist durch das Lennard-Jones-Potential

C2

(5.20)

gegeben. Der r8-Term kommt aus einer Dipol-Dipol-Niherung anziehender Wechsel-
wirkungen und der r!2-Term liefert eine starke kurzreichweitige Abstoung (die 12 im
Exponenten ist kein Tippfehler!).

Ein einfachereres Modell ist eines mit harten Kugeln festen Eigenvolumens, au3erhalb
dessen ein anziehendes Potential schnell abfillt, d.h.

r) =00 firr<d
r
N0 firrs>d

in Kugelkoordinaten. Fiir (5.12) ergibt ein solches Potential

-1 fir r <d,
fralr) = {690(7") firr > d. (5.21)

Bezogen auf ein Mol (d.h. N +— Ny) fithrt dies fiir den 2. Virialkoeffizienten (5.16) zu

14 1 [
B(T)=—-= Sl 7/ Beo(r)dmr? dr
23 2 J, (5.22)
b a '
A ETNZ
mit molarem Figenvolumen
ar (d\°
b= 4N g (2> >0, (5.23)

IWir haben Z nur approximativ ausgerechnet. Im allgemeinen impliziert f(x) ~ g(z) jedoch nicht,
dass auch %(w) = %(a}) sein muss. Zur der hier gemachten und tblichen Approximation von
F geht noch die Hypothese ein, dass sich die Natur auf makroskopischen Skalen ausreichen
»gutartig® verhélt.
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wobei d der Durchmesser der Kugeln ist (Skizze), und dem Binnendruck
o= %Nﬁ /doo l(r)[4mr? dr > 0 (Kugelkoordinaten). (5.24)
Mit (5.19) und Gaskonstante R := kN ergibt das
pZIWZT(1+b>_a_ (5.25)

Fir verdinnte Gase, d.h. b < v stimmt diese Gleichung iiberein mit der empirischen
Van-der-Waals-Gleichung

RT a
=— - — 5.26
P= T (5.26)
(s. auch [2, Abb. 5.11] oder die VL fiir eine Skizze), da dann ﬁ ~ 1+ b/v ist.

Héufig wird sie auch wie folgt geschrieben.

Van-der-Waals-Gleichung

RT = (p+ 1%) (v —b) (5.27)

Hier kénnen a und b durch weitere Rechnungen genauer abgeschétzt und mit dem
fithrenden Fehler aus (5.18) ein Giiltigkeitsbereich der Van-der-Waals-Gleichung be-
schrieben werden; genauer: v > b und kT > (p1(4,00)) = f;o r2p. Man kann a und b
aber auch empirisch bestimmen und damit den Giiltigkeitsbereich der Van-der-Waals-
Gleichung vergroflern.

Fiir eine ausreichend kleine konstante Temperatur T hat p(v) aus (5.26) ein lokales
Maximum, ein lokales Minimum und einen Wendepunkt. Wir werden sehen, dass das
Van-der-Waals-Gas bei diesen Temperaturen Phaseniibergidnge druchlduft, wenn man
das Volumen geeignet variiert. Fiir eine ausreichend grofie konstante Temperatur T’
ist p(v) monoton fallend. Daraus folgt, dass ein Punkt (7, p., v.) existiert, bei dem
p(v) einen Sattelpunkt hat, der auch kritischer Punkt genannt wird. Fiir (T, v.) muss

Op 0*p
0= %L 2
ov 0 ov? (5:28)
sein. Daraus ergeben sich die Werte (Ubungsaufgabe 13.1a)
—3h, RIL= > S (5.29)
UC_ ’ 0_27b7 p0_27b2 .
fiir den kritischen Punkt.
5.2.2 Kalorische Zustandsgleichung
Mit (2.20) und (5.15) haben wir
U— 78111(Z)
op
8ln(Zideal) 6 N2
~——————> — —In(1+—B(T .
a5 Bﬁn +V (T) (5.30)
3 N2 0B(T) 0T
~-NET + — —
2 vV ar 9B’
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wobei wir wieder In(1 + z) = z + O(2?) verwendet haben. Mit ‘g—:g = —kT? ist

2772
U— §NI<:T+N kT* 0B(T)

5.31
2 |4 or ( )

die kalorische Zustandsgleichung. Fiir den Van-der-Waals-Fall (5.22) haben wir

oB(T) a
T —  KT2N3 (5.32)

und damit (molarer Schreibweise):

Van-der-Waals-Gas: Kalorische Zustandsgleichung

a

. gRT - (5.33)

v 5

5.2.3 Der Joule-Thomson-Prozess
(In der 26. VL behandelt.)

Dieser Prozess beschreibt die gedrosselte Expansion eines Gases (Skizze in VL).
e Anfangszustand: Vy, Uy
e Endzustand: V5, Us

Dabei wird das Gas mittels eines Stempels aus dem Volumen V; durch eine Drossel
in ein Volumen V5 gepresst, welches wiederum an einen Stempel gekoppelt ist. Durch
die beiden Stempel werden die Driicke jeweils auf p; und p, gehalten. Der gesamte
Prozess erfolgt adiabatisch.

Die Gesamtédnderung der inneren Energie ist daher

0 Va
Uy, —U; = / (—pl)dv + / (pg)dv =p V1 —paVs. (534)
Vi 0

Daraus folgt, dass die Enthalpie H = U + pV bei dem Vorgang unverédndert ist. Die
Temperaturdnderung ist daher durch den Joule- Thomson-Koeffizienten

iy = (f;)H (5.35)

gegeben. Man kann zeigen (Ubungsaufgabe 13.3b), dass

v
wiT = C—(Toz -1, (5.36)

p

wobei C), die Wérmekapazitidt (1.14) und « der thermische Ausdehnungskoeffizient
(4.50) ist.

Fiir ein ideales Gas gilt nach (4.70) a = 1/T und es kommt zu keiner Temperatur-
anderung. Fiir reale Gase kann « jedoch grofler oder auch kleiner als 1/7 sein, d.h.,
sowohl Erwdrmungen (negativer Joule-Thomson-Effekt) als auch Abkiithlungen (po-
sitiver Joule-Thomson-Effekt) des Gases sind moglich. Die Grenze zwischen diesen
beiden Effekten wird durch die Inversionskurve piny (V') gegeben, bei der

a=— (5.37)

gilt.
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Beispiel: Fur ein Van-der-Waals-Gas gilt nach (5.26)
RT a

= - — 5.38
=7 (5.38)
und Differenzieren nach T liefert
R RT v 2a { Ov
0— S (e Ry (CR 5.39
v—>b (v—"0)? (8T)p+v3 (6‘T)p (5:39)
Einsetzen der Inversionsbedingung o := %(‘g—”)p = 1 ergibt
_ R _Bv | 20
S v—b (v—0b)2  Tv? (5.40)
RT RT  2a(v-10) b RT  2a(v—1) ’
0= —— + =—— +
v v—>b v3 vov—>b v3
und mit (5.38)
b 2a(v —b
0:_; (plnv"r%)“‘%
o am (5.41)
pan - er ’U2 N

Auflerdem kann man eine Inversionskurve pi,y (T) herleiten, s. Wikipedia fiir die Her-
leitung und [2, Abb. 3.14a] oder die VL fiir eine Skizze. Oberhalb der Kurve ist der
Joule-Thomson-Koeffizient immer negativ, unterhalb immer positiv.

25. VL

5.2.4 Phaseniibergdnge
Die Van-der-Waals-Gleichung (5.27) ldsst sich equivalent als

pv® — (RT + pb)v?® +av —ab=0 (5.42)

schreiben. Damit gibt es T, p, so dass drei Losungen fir v existieren, was insbesondere
durch eine Skizze von p(v) fiir verschieden Werte von T deutlich wird; s. [2, Abbildung
5.11], die VL und Ubungsaufgabe 13.1b.

Wir erinnern uns dazu and den kritischen Punkt (5.29) (vgl. Ubungsaufgabe 13.1a).
Danach gibt es ein Temperaturintervall mit T' < T, fiir den

dp B RT 2a

ist. Insbesondere ist die isotherme Kompressibilitdt negativ,

1/ 0v

Damit wird die Stabilitdtsbedingung (4.52) verletzt!

Die Stabilitdtsgrenze ist durch (%)T = 0 definiert, wobei fiir (%)T > 0 mechanisch

Stabilitdt gegeben und fiir (g—g) > 0 verletzt ist. Daraus folgt, dass wenn wir uns
T

der Stabilitdtsgrenze ndhern die Kompressibilitiat divergiert,

—— = 0. (5.45)
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Mithilfe von (4.40) folgt auch, dass der thermische Ausdehnungskoeffizient und die
Wiérmekapazitdaten divergieren,

(%),

1/ 0v
_1fovy _ 4
« v(aT)p v<%> — 00 (5 6)
v)T
Tva? (@)2 ov Op
_ Tva” or)p _ oap
cp=Cy+ - Co T(av) cv—l—T(aT) <6T)v—>oo, (5.47)
op T p

wobei fiir ¢, und cy zusitzlich (4.67) verwendet wurde. In der Ubungsaufgabe 13.1d
wird gezeigt, dass das singuldre Verhalten durch sogenannte kritische Ezponenten
beschrieben werden kann, d.h. z.B.

T—T,\ "
KT X ( T ) (5.48)

mit kritischem Exponenten v = —1.
Nach dem Fluktuations-Dissipations-Satz (2.43) sind die Volumenfluktuationen bzw.
Dichtefluktuationen durch

Var(v) = ((Av)?) = —kT(?Z)T = kT vrp — 00 (5.49)

gegeben und divergieren an der Stabilitdtsgrenze ebenfalls.

Allgemein koénnen wir festhalten, dass an der Stabilitatsgrenze die Suszeptibilitéiten,
die als 2. Ableitungen Gibbs-Energie G(T), p) gegeben sind (s. Abschnitt 4.2.2), diver-
gieren. Solche ein singuléres Verhalten wird allgemeiner als Phasenibergang definiert.
Physikalisch wird an der Stabilitdtsgrenze eine Koexistenz verschiedener Phasen be-
obachtet. Im p-V-Diagramm fiir T' < T, ist der Bereich zwischen den zwei lokalen
Extrema instabil und ,trennt“die fliisige und gasférmige Phase (s. VL fiir eine Skiz-
ze).

5.2.4.1 Maxwell-Konstruktion fiir Phasenkoexistenz
Nach der Gleichgewichtsbedingung (4.99) fir die Gibbs-Energie gilt

wobei g7 und g, jeweils die molaren Gibbs-Energien in der fliissigen und gasférmigen
Phase bezeichnen und P(T') den Gleichgewichtsdampfdruck. In Bezug auf die molare
freie Energie f = g — pv bedeutet das

fo=fit(va—v1)P =0 (5.51)

ist. Mit (%) = —p folgt
T

/:2<Z£>Tdv+(v2 — )P =0, (5.52)

was die folgende Fldchengleichheitsregel impliziert.

Maxwell-Konstuktion

Das Integral
va
(v —v1)P = / pdv (5.53)
v1
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bestimmt die Mazwell-Gerade P(T') (im p-V-Diagramm) sowie die molaren
Volumina vy und v;.

Siehe [2, Abbildung 5.14] oder die VL fiir eine Skizze. Daraus folgt, dass v(p) bei kon-
stantem T' < T, unstetig ist. Wir erinnern uns auch an die Dampfdruck-Kurve (4.110)
eines idealen Gases, P(T') x e~/ (ET) was die Temperaturabhingigkeit approximativ
beschreibt.

Unter Metastabilitdt versteht man Phinoméne wie den Siedeverzug oder den iiber-
sattigten Dampf, die mit der Van-der-Waals-Beschreibung kompatibel sind. Solche
metastabilen Zustinde sind allgemein typisch fiir Phaseniibergénge.

26. VL

Von Raphael Brieger gehalten; der Joule-Thomson-Prozess aus Abschnitt 5.2.3 wurde ebenfalls in
dieser VL behandelt.

5.2.4.2 Klassifikation von Phaseniibergangen (Ehrenfest)

Wir haben gesehen, dass im Van-der-Waals-Gas bei dem Phaseniibergang zwischen
fliissiger und gasférmiger Phase die zweiten Ableitungen der Gibbsschen Energie di-

vergieren und V = (%—g) unstetig ist. Das motiviert die folgende Definition.
T

Definition 5.1 (Phaseniibergang n-ter Ordnung (Ehrenfest)):

Bei einem Phaseniibergang n-ter Ordnung ist mindestens eine der n-ten Ablei-
tungen der Gibbs-Energie G' unstetig.

Bemerkungenzum Van-der-Waals-Gas:

o Ein Paseniibergang 1. Ordnung liegt vor, wenn (%) = V unstegig ist. Hier
T

beobachten wir (i) eine Koexistenz von Phasen und (ii) dass beim Phaseniiber-
gang latente Warme (oben Verdampfungswérme g = (s2 — s1)7T, vgl. Clausius-
Glapeyron-Gleichung in Abschnitt 4.2.3.3) auftritt. Das liegt daran, dass

oG

5= (%) -
P

dann auch unstetig ist.

e Ein Paseniibergang 2. Ordnung liegt vor, wenn (%)T = V stegig ist, aber

(%1(2;) = <%—‘;) unstetig ist. Ein solcher Phaseniibergang liegt vor, wenn im
T T
p-V-Diagramm der kritische Punkt vertikal und senkrecht zum Phasenkoexis-

tenzgebiet durchlaufen wird.

Dann gibt es keine Phasenkoexistenz, es tritt keine latente Wéarme auf, da
S = —(g—g)p stetig ist und muBs durch den kritische Punkt fithren. Dies kann
durch universelle kritische Exponenten beschrieben werden, geht mit kritischen
Fluktuationen einher und es tritt eine kritische Verlangsamung der Relaxation

ins Gleichgewicht auf.

e In einer alternativen Formulierung der Ehrenfest-Klassifikation wird die freie
Energie anstelle der Gibbs-Energie verwendet.

e Durch die Klassifikation ist nicht abgedeckt, dass Ableitungen der Potentia-
le bei Phaseniibergidngen divergieren. Es gibt eine modernere Klassifikation in
Phaseiibergénge 1. und 2. Ordnung. Diese Klassifikation ist sund z.B. auch Su-
praleitung mit einschlieflen.
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5.3 ldeale Quantengase ||

In Abschnitt 3.7 haben wir die groBkanonische Zustandssumme

z = Z exp (‘5 Z(EP - H)Np> (5.55)

fiir ideale Quantengase kennengelernt, wobei Zp Np = N; hier haben wir die Summen
tiber die Impulseigenwerte p = (p, py, p-) anstelle iiber einen Z&hlindex j parametri-
sieren, da wir ja ein ideales Gas mit Hamiltonoperator der Form H= % betrachten.

Aus dem Kontext heraus sollte klar sein, wenn p den Impuls und wann den Druck
bezeichnet.

Das ergibt
Z= H(l +tp) fiir Fermionen, (5.56)
P
1 ..
Z= H T fiir Bosonen (5.57)
P
mit
tp =e PEr=1) (5.58)

wobei fiir Bosonen Ep, > p fiir alle p angenommen werden muss.
Damit folgt fiir ideales Quantengas das grosskanonische Potential

O(T,V, 1) = —kTIn(Z Zln( - §e_*8(E”_“)) : (5.59)

mit £ = 1 fiir Bosonen und £ = —1 fiir Fermionen.
Daraus folgen alle thermodynamischen Grossen:

o Mittlere Teilchenzahl bei vorgegebenem pu:

ﬂEp N)

0®
N:_<6N>T,vzzl_fe AlBp—1) ZN (560)

mit der Bose-FEinstein bzw. Fermi-Dirac- Verteilungsfunktion

1

Np = N(Eyp) = <= ;

(5.61)

Wir priifen, dass N, die mittlere Besetzungszahl des Impulseigenzustandes |p)
ist (diskret da im Volumen V eingeschrénkt),

Np = <Np> = Tr[ﬁNp} == N(Ep), (5.62)

wobei p der groBkanonische Dichteoperator ist. Die Energie spaltete also in
Einteilchenenergien auf, da es sich um ein ideales Gas handelt.

e Innere Energie

8111(2)) 1 (82)

U—_ S 5.63
( o5 ), z\as (5.63)
da Ay = f und Ay = —fu; vgl. (3.77). Mit (5.55) folgt durch entsprechendes

Ableiten

:% > Epexp (—5Z(EP—M)NP> =(H) = ZE Np (5.64)

{Np}
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Bemerkungen:
o Damit N(E,) > 0 muss fiir Bosonen
p < min(Ep) (5.65)

erfullt sein. Bei Fermionen ist 0 < N (Ep) < 1 wegen des Pauli-Prinzips auto-
matisch erfiillt und p somit beliebig.

« Klassischer Grenzfall: e #(»=#) < 1, also hohe Energien (E, — 1) > kT (nicht
einfach hohe Temperatur!). Dann folgen Maxwell-Boltzmann Verteilung,

NMEB = = FEp=1) (5.66)

und (durch Faktorisieren von (5.55)) das klassisches Potential

O =—kTY e P, (5.67)
p
Mit Fugazitét z = exp(Bp) folgt (Kontinuumslimes: Y, — (V/h?) [ d°p, vel.
(3.119))
14 2
b = kT 3 7Bp/2m:_T 3 )
k Z(27rh)3 /d pe ET2V/X (5.68)

mit A = h/v2mmkT. Dies ist konsistent mit der bereits berechneten Zustands-
summe (2.117).

5.3.1 Zustandsgleichung

Wir werden nun eine Zustandsgleichung der Variablen p,V, und U herleiten. Doch wir
starten mit der Frage: Was ist die mittlere Teilchenzahl eines idealen Quantengases?
Da Ej, unabhéngig vom Spin s ist, ist der Koninuumslimes durch

Vo[
Yoo gﬁ/dsp... (5.69)
P

gegeben, wobei hier [d®p... — 4 [~ dpp® ..., und mit Entartungsfaktor g = 2s+1
vewendet wurden. Die Gesamtteilchenzahl ist damit

N = (2%)3 /dgp N(E,) = % /0 dpp*N(Ejp)) - (5.70)
Nun verwenden wir (5.61) und gehen zur Integrationsvariable € = p?/2m iiber, wobei
p2dp — m\/2me de (5.71)

(dies sieht man aus de = pdp/m, also p?dp = pm de) und damit

gVmd/2 [ . €l/2
N= V2 m2h3 /o Bl —¢

Mit z = Be und v = V/N (inverse Dichte) folgt (z = e”* ist die Fugazitit, und
A = h/V2rmkT die thermische Wellenlénge)

(5.72)

1 g {gg/g(z) fiir Bosonen (5.73)

v A3 f3/2(2) fiir Fermionen

mit verallgemeinerten Riemannschen (-Funktionen?, oder auch polylogarithmischen

2Die iibliche Riemannsche ¢-Funktion ist v + g, (1).
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Funktionen® (x = Pe)

1 e’} xufl
gu(2) = m/o dz pe e (5.74)
1 e e] xufl

und Gamma-Funktion mit z.B. I'(3/2) = \/7/2, I'(1) = 1 und der Funktionalgleichung
T(z+1) = 2I'(2). (5.76)

Potenzreihenentwicklung der verallgemeinerten Zetafunktionen ist (ohne Beweis):
9v (Z) - k+1 Zk
= - 5.77
el 2 & (577)

wobei & = +1 fiir Bosonen (g,), £ = —1 fir Fermionen (f,).
Genauso folgt

d=-p""In(2)=—pV = Zln — ge~PEmm) (5.78)

Im Kontinuumslimes ergibt das

3/2 0
jY T, devemll —gexn(-pte — ) (5.79)
2 gVm?/? °°d 3/2
B _gﬁ 2R3 /0 665(6—;4) _é‘

:W{g5/2(z) (Bosonen), (5.80)

A3 f5/2(2)  (Fermionen),

wobei im vorletzten Schritt partielle Integration verwendet wurde, mit Hilfsrelationen

Ve = 28663/2 (5.81)
deIn (1—§e Ble= “)) % (5.82)

d.h. da Randterm verschwindet, ergibt partielle Integration

/ dey/eln(1 — ge™Plemm)y = —g/ dee®? 9. In(- - ); (5.83)
0 3Jo —

&8
eBle—n) _¢

beachte auch I'(5/2) = (3/2)I'(3/2) = (3/4)/~.
Ebenso folgt die innere Energie

qgV

Vv 3/2 e} 3/2 3 3
gymzT- / € b =4—pV
V2 w283 2

(5.84)

CoBlem —¢ 2
Insgesamt folgt wie beim klassischen idealen Gas die die Zustandsgleichung eines
idealen Quantengases

2
PV =3U (5.85)

unabhdngig von der Statistik. Beim klassischen idealgas ist auch pV = NkT = 2U/3

3Man schreibt auch g, (z) = Li, () fiir die polylogarithmische Funktion Li.
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wegen U = (3/2)NET. Vorsicht: U = (3/2)NkT gilt nur bei klassischem Idealgas,
pV = 2U/3 aber allgemein bei quadratischer Dispersionsrelation (also massiven nicht-
relativistischen Teilchen). Bei Photonen ist die Zustandsgleichung eine andere.

Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, dass die Zustandsgleichung (5.73) fiir Bo-
sonen einenen zusédtzlichen Term erhilt, was die folgende Gleichung liefert.

Zustandsgleichung eines idealen Bose-Gases

N 1 1 =z

v = sty

(5.86)

27. VL

In dieser VL wurden die idealen Quantengase ausfihrlich wiederholt.

5.3.2 Klassischer Grenzfall

Im klassischen Grenzfall ist E — > kT'. Bei niedrigen Energien E folgt p < —kT,
also ist z = exp(p/kT) < 1. Damit folgt aus (5.73) mit (5.77), dass

3 oo
27) =3 A = 62 /VR 4 O(2Y). (5.87)
k=1

Losen der quadratischen Gleichung und Entwickeln 2. Ordnung in A\3/gv < 1 ergibt

3 1 3\ 2
2z~ X —&— (/\> . (5.88)
vg V8 \vg

Damit folgt mit (5.77) aus (5.80), dass

o = _‘q)‘\/?’kT(z+§z2/\/372+~“)

GVET (X 1 (3\2 1 /A% (5.89)
T (w%(vg) v 75 (39) *)

also die Zustandsgleichung

3 2
V=-b=NEkT|1-— e ) = =U 5.90
p ( et ) ’ (5.90)

vgl. hierzu das klassische ideale Gas. Korrekturen skalieren wie h%/T%/2 da \ =

h/v2rmkT.

Fiithrende Quantenkorrekturen (Austauschkorrekturen):

« Sie sind proportional zu A%, hingen vom Symmetrieverhalten (¢ = £) der Wel-
lenfunktion ab.

o Fiir Bosonen (symmetrische Zustdndsvektoren) ergibt sich eine Verringerung
des Drucks, als ob sich Atome anziehen (vgl. van der Waals Gleichung!). Es gibt
eine Tendenz zur Clusterbildung bei Bosonen, obwohl es sich um nichtwechsel-
wirkende Teilchen handelt.

e Fiir Fermionen (antisymmetrische Zustandsvektoren) ergibt sich eine Erhchung
des Drucks, d.h. eine effektive Abstossung. Das Pauliprinzip wirkt wie eine ab-
stossende Kraft, obwohl es sich um nichtwechselwirkende Teilchen handelt.

Dies ist ein Effekt der Quantenstatistik.
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Abbildung 5.1: Graph der Funktion gs/2; es gilt g3/2(1) = ((3/2) ~ 2.612 (mit ¢-Funktion ().

« Der klassische Grenzfall gilt, falls A\ < v'/3 (typischer Abstand zweier Teilchen
ist v'/3, da inverse Dichte grade v ist), also bei starker Verdiinnung und/oder
hoher Temperatur.

o Mittlere Besetzungszahl folgt aus Fermi-Dirac- bzw. Bose-Einstein-Verteilung.
Im klassischen Grenzfall ist

1

—B(E—np)
igpE L] " © ) (5.91)

da dann —fBp > 1 und simit z = e## < 1 ist. Dieser Grenzfall ergibt also genau
die Mazxwell-Boltzmann Verteilung

NMB(E) = e PE=1) (5.92)

Es gibt insbesodere keinen Unterschied in der Verteilung fiir Bosonen und Fer-
mionen im klassischen Limes.

5.3.3 Ideale Bosegase

Im Folgenden wollen wir in Abhéngigkeit der Dispersionsrelation p — E, einige phy-
sikalisch relevante Spezialfille betrachten.

5.3.3.1 Bose-Einstein-Kondensation

Wir betrachten ein ideales Gas aus N spinlosen (¢ = 2s + 1 = 2) Bosonen mit
Dispersionsrelation
p>

Im Grundzustand befinden sich alle Bosonen im Einteilchenzustand mit p = 0.
Bose-FEinstein-Kondendastion bezeichnet das Phénomen, dass unterhalb einer geweis-
sen kritischen Temperatur T, der Einteilchenzustand mit p = 0 makroskopisch bestzt
ist, also mit einer Teilchenzahl, die von der Gréflenordnung der Gesamtteilchenzahl
N ist. Hier beobachtet man eine Abspaltung in Kondensat und angeregte ,normale*
thermische Bosonen. Dies wurde von Einstein und Bose 1924 vohergesagt und 1995
von Ketterle, Cornell, und Wieman beobachtet (Nobelpreis 2001).
Fiir Bosonen ist das inverse spezifische Volumen aus (5.73) als

/\3
o= g3/2(2) (Zustandsgleichung) (5.94)
gegeben. Fiir Bosonen muss g < 0 sein, also 0 < z < 1. Damit ist der Maximalwert
von g3/2(z) bei z = 1 gegeben:

g3/2(1) = €(3/2) ~ 2.612, (5.95)

s. Abbildung 5.1.
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Im Folgenden seien N,V und damit auch v = V/N konstant. Damit liefert (5.94)
das chemische Potential y bzw. die Fugazitit z = €. Bei einer Verringerung von
T werden sowohl A3 /v als auch z = exp(—|u|/(kT)) grésser (s. Abbildung 5.1). Dies
kann nur bis z = 1 so sein, d.h. es muss eine kritische Temperatur T, geben, die durch
A? = vg3/5(1) bestimmt und unterhalb derer z = 1 ist.

28. VL

Aus der Existenz der kritischen Temperatur T, bei z = 1 folgt aus (5.94), dass

27h? /m

Je hoher Dichte ist (also je kleiner spezifisches Volumen v) und je leichter die Atome
sind, desto hoher ist T,.. Unterhalb von T, existiert ein Kondensat zusatzlich zum
thermischen Bosegas. Im Extremfall bei 7' = 0 gédbe es nur noch das Kondensat.
Bei T, ist z und damit auch das chemische Potential p nicht stetig differnzierbar.
Andererseits ist y = (g—g) T d.h. eine zweite Ableitung der Gibbs-Energie hat eine
Unstetigkeit. Damit handelt es sich beim dem Kondensationseffekt um einen Pasen-
ibergang 2. Ordnung.
Bei Temperaturen, die nicht deutlich gréfer als T, sind, muss Grenziibergang d®p — de
sorgfiltiger durchgefiihrt werden. Wir behandeln die p = 0 Mode in (5.60) gesondert,
wobei unterhalb T, das chemische Potential u = 0, als z = 1. Die Gesamtteilchenzahl
ist

N=N@p=0)+)Y N(Ep)

p#0

Vv
~ No + ﬁ/dsp N(Ep) (5.97)

v
= Ny + Nﬁgs/z(z) )

wobei die Anzahle der kondensierten Atome ist und wir das Integral bereits in (5.73)
berechnet hatten. Es gilt

1 1

NO:N(p:O):eﬂ(O—M)_l:1/2_1’ (598)

was auch (5.86) impliziert.
Bemerkungen:

e Schon die néichstliegende Mode mit p # 0 hat eine um Grossenordnungen klei-
nere Besetzungswahrscheinlichkeit. Bei T' = 0 ist diese Verhalten extremal.

e Mit der Definition der kritischen Temperatur folgt bei beliebigem T

3/2 93/2(2)

N = No+ N(T/T) g3/2(1)

(5.99)

Fir T > T, ist z < 1, und Ny ist von Ordnung 1, kann daher gegeniiber dem 2.

Term vernachléssigt werden. Damit folgt gs/2(2) = gs/2(1)(T/T.)~3/%, was uns
w(T) liefert.
e Fir T < T, ist 2 =1, d.h. p(T < T.) =0, und
N = No+ N(T/T.)*?. (5.100)
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Der Anteil des Kondensats ist also bei grossen N

N,
Vo = WO =1—(T/T,)%? (5.101)

(s. VL oder [2, Abbildung 4.13] fiir eine Skizze).

o Spezifische Warme des Bosegases:

Bei tiefen T ist Cy o< T%/? (lingere Rechnung iiber S = — (%)VM). Bei

T =T, gibt es jedoch einen scharfen Peak (’cusp’), was eine Signatur des Pha-
sentibergangs ist; s. VL oder [2, Abbildung 4.17] fiir eine Skizze.

Physikalische Anwendungen des idealen spinlosen Bosegases:

o Helium-4. Bei T), = 2.18 K (Lambda-Temperatur) Phasentibergang in supraflui-
den Zustand. Wechselwirkung hier aber sehr wichtig, sonst wére es ,einfache”
Bose-Einstein-Kondensation. Dadurch starke Entleerung der makroskopisch be-
setzen Mode (,quantum depletion“) auf wenige Prozent.

o Atomarer Wasserstoff in starkem Magnetfeld (Spinpolarisation um Rekombina-
tion zu Hy zu verhindern). Hier wurde Bose-Einstein-Kondensation 1998 nach-
gewiesen (T, = 50uK).

o Experimentell erster Nachweis von Bose-Einstein-Kondensaten in ultrakalten
Atomgasen (Rb, Li) in Fallen (1995). Metastabil (Festkorper ist eigentlich stabile
Form bei ultratiefen Temperaturen), aber lange Lebensdauer da sehr verdiinnt,
wenige Dreiteilchenstdsse. T, ist hier im Nano-Kelvin-Bereich.

5.3.3.2 Photonengas

Die Dispersionsrelation fir masselose Teilchen ist
Ep = c|p| = chlk| (5.102)

mit Wellenvektor k. Photonen haben einen Spin s = 1. Die Entartung der Energien ist
jedoch g = 2 und nicht g = (2s+1) = 3, da die Polarisation o = 4+ wegen Ausbreitung
mit Lichtgeschwindigkeit senkrecht auf k stehen muss. Der Hamiltonoperator ist daher

H=3) ENpo), p#0, (5.103)

p,o

wobei N(p, o) der Besetzungszahloperator zum Impuls p under der Polarization o
ist. Die kanonische Zustandssumme ist
Z = Tr[e_ﬂﬁ] = Z e_lB Zp,v EpN(p,0)

{N(p,®)}
2 (5.104)

1
- H 1 — e—Bclpl ’

p#0

wobei der Exponent gerade g = 2 ist. Unter Verwendung des Kontiniuumslimes (5.69)
und anschlieffendes Integrierenlassen sich damit die folgenden thermodynamischen
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Gleichungen herleiten:

F=—-kThh(lnZ) = Z;—ZVT4 (freie Energie), (5.105)
S =— (2—1;) = f—ZVﬁ (Entropie), (5.106)
Cy = T(g—i) y = 16TUVT?’ (Warmekapazitit), (5.107)
U=F+TS= 4?JVT4 (innere Energie), (5.108)
p=— (g—€> ., = i—iT‘l (Strahlungsdruck), (5.109)

wobei o die Stefan-Boltzmann-Konstante

_2mky kg
T 15h3¢2 T 60R3c2

o (5.110)

ist. Fiir die innere Energie s. auch Ubungsaufgabe 8.2 (Stefan-Boltzmann-Gesetz).
Wir beobachten, dass aufgrund der relativistischen Dispersionsrelation

U =3pV (5.111)

anstelle von (5.85) gilt.
Mithilfe der Bose-Einstein-Verteilung (5.61) ldsst sich auch die spektrale Energiedichte
(Energie pro Volumen- und Frequenzeinheit)

h w3
1263 ohw/(kT) _ |

u(w) = (5.112)

berechnen, was im klassischen Grenzfall kT > hw dem Rayleigh-Jeans-Gesetz und
im Quantengrenzfall kT < fiw dem Wien’schen Gesetz entspricht, s. die VL oder [2,
Abbildung 4.23] fiir eine Skizze.

5.3.3.3 Phononengas

Beim ,,Phononengas“ handelt es sich um nicht wechselwirkende quantisierte Gitter-
schwingungen in Festkorpern. Hier ist die Dispersionsrelation ebenfalls linear. Aller-
dings gibt es zwei transverale plus eine longitudinale Schwingungsmoden.

5.3.4 Ideales Fermigas

5.3.4.1 Physikalische Beispiele

Reale Fermionsysteme sind wechselwirkend, oft spielen Coulomb-Wechselwirkungen
geringe oder keine Rolle. Theoretische Basis: Landaus Fermifliissigkeitstheorie, wiirde
hier zu weit fithren. Physikalischer Mechanismus zum ,, Ausschalten“ der Wechselwir-
kung

o Abschirmung: Elektronen bilden Polarisationswolken um Ladungen. Langreich-
weitiger Schwanz des Coulombpotentials wird abgeschirmt, (s. Elektrodynamik).

e Wir werden sehen, dass das Pauliprinzip impliziert, dass es nur wenige Zustéande
gibt, die zur Elektron-Elektron Streuung beitragen (Phasenraumargument).

Beim idealen Fermigas wird wieder von nichtwechselwirkenden Teilchen ausgegangen.
Das ideale Fermigas ist in guter Ndherung anwendbar auf

o Elektronengas in vielen Metallen, z.B. Alkalimetalle, Edelmetalle
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o Helium-3 (dort auch Wechselwirkungseffekte im Rahmen der Fermi-Fliissigkeitstheorie

wichtig)

o Kernmaterie: Neutronen und Protonen sind Fermionen. Auch in Neutronenster-
nen.

o Weisse Zwerge (am Ende eines Sternenlebens), z.B. Sirius B, bestehen aus ioni-
sierten Kernen und freien Elektronen (Plasma).

Das ideale Fermigas ist nicht anwendbar auf Korrelationseffekte wie Magnetismus
oder Supraleitung.

5.3.4.2 Grundzustand (Fermi-See)

Wir betrachten den Grundzustand (7' = 0) eines N-Fermionensystems mit Spin und
haben dabei den Spin s = 1/2 im Hinterkopf (z.B. Elektronen). Wegen des Pauliprin-
zips ist jeder Impulseigenzustand |p) entweder nicht oder nur einfach besetzt. Jeder
Wert von p kommt z.B. bei Elektronen genau 2-fach vor (g = 2).

Im Grundzustand sind alle Impulseigenzustédnde unterhalb von prp = hkp besetzt, so
dass die Teilchendichte N/V realisiert ist. Mann nennt pp Fermiimpuls,

_ h*k%
T o2m

Ep =kTr (5.113)
Fermienergie bzw. Fermitemperatur, mit Fermi- Wellenzahl kp.

Eine 2D-Skizze im Impulsraum ist hier hilfreich, um zu visualisieren, welche Zusténde
besetzt sind (Fermikugel), s. VL oder [2, Abbildung 4.2].

Beim sogenannten entarteten Fermigas bedeutet entartet eine Abweichung vom klas-
sischen idealen Gas.

Im Grundzustand sind also alle Einteilchenzustinde mit einer Energie kleiner als die
Fermienergie Er bzw. Impuls p := |p| kleiner als pr besetzt (Pauliprinzip!). Damit
ist die Teilchenzahl im Kontinuumslimes (5.69)

N=gyg Z 1= gh—‘;/ O(pr — p)dmp’dp (Kugelkoordinaten)
p<pr 0 (5.114)
_ Vi
- 6m2h3’

wobel wir A = 27h verwendet haben. Damit ist

6n2\ /3
pr = <W> ho'/? (5.115)
g
mit Teilchendichte g := N/V. Weiterhin ist die Fermienergie
2 2\ 2/3 32
Pr 67 h 2/3
Ep==—==|— — . 5.116
Ay ( . ) a (5.116)
Die Grundzustandsenergie ist
U= 9V - ﬁ@(p — p)dmrp*dp = % (5.117)
w )y 2m F 20m2h3m '
also 5
U= gEFN (5.118)
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Die Zustandsgleichung (5.85) liefert den Druck

2U 2 1672\ 2
=S =ZFEpo==-(— —0°/3. 5.119
P=3v = 57r¢ 5(9) m? (5.119)
Die Entartung des Grundzustands ist so gering, dass dessen Entropie makroskopisch
verschwindet (vgl. Abschnitt 4.3.10). Die Euler-Gleichung (4.2) liefert damit

1
p=~(U+pV =T8) =...= Ep, (5.120)

was mit der Definition des chemischen Potentials konsistent ist (es ist die Energie,
die notwendig ist, mum ein weiteres Teilchen in das Ensemble einzubringen). Man
beachte, dass die Existenz der Fermienergie jedoch in der Quantenmechanik begriindet
ist.

5.3.4.3 Endliche Temperaturen
Nun betrachten wir T' < Tr. Hier fithrt die Fermi-Dirac-Verteilung

1

N(E)= e(BE—p)/kT 4+ 1

(5.121)
zum einem ,Verschmieren“ der Fermikante um kT, s. Skizze in VL oder [2, Abbil-
dung 4.3]. Fir T — 0 wird aus der Kante eine Stufe (,entartetes Fermigas“). Man
kann ausrechnen [2, Abschnitt 4.3], dass der Effekte der Verschmierung durch die
folgende Korrektur zur Energie

kpT >
U=UT=0)+C (;) +0(TY) (5.122)
F
mit einer absoluten Konstante C' gegeben ist. Fiir kleine Temperaturen ist die Wér-
mekapazitdt also linear in T,
Cy < T/Tr, (5.123)

meist also klein, da T fiir Metalle sehr grof} ist. Allgemeiner sind thermische Effekte
in Fermigasen meist klein. Analog kann man unter Verwendung von N(T) = N(T =
0) = N(ep) zeigen, dass

2 2
w(T) = Ep (1 - <g> + O(T4)> (5.124)

ist.

29. VL
5.4 Das Ising-Modell

Das Ising-Modell ist ein Spezialfall von Quantenspingittersystemen, die z.B. noch
das Heisenbergmodell umfassen. Diese Modelle bilden die Grundlage z.B. fiir das
Verstindnis von Magnetismus. Eine Ubersicht iiber die mathematische Behandlung
des Ising-Modells kann in [25] gefunden werden.

Wir betrachten ein System aus N (klassischen) Spins, jeweils mit magnetischem Mo-
ment (o = pos; mit s; = £1 auf einem kubischen Gitter, siehe Abbildung 5.2.

e Spins kénnen hier nur nach oben oder unten zeigen, was also stark anisotrope
Version des SU(2)-invarianten quantenmechanischen angesehen werden kann.
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./pics/ising.png

Abbildung 5.2: Ising-Modell.

¢ Die quantenmechanischen Heisenbergmodelle mit SU(2)-Symmetrie sind deut-
lich komplizierter zu analysieren. Als Quantenmodell geschrieben ist das Ising-
Modell diagonal in der o,-Basis.

e In Festkorpern sind die Wechselwirkungen zwischen Spins meist kurzreichweitig.

Das Ising-Modell ist ein grundlegendes Modell der Statistischen Physik, welches Ma-
gnetismus erkldre kann. Es ist ein klassisches Modell mit Hamiltonfunktion

N
H(s)=—-J Z 5i85 — poB Zsi , (5.125)
1

(4,9 =

wobei s € {—1,1}¥, B ist die #uflere Magnetfeldstirke in z-Richtung, J ist eine
Kopplungkonstante und (i, j) bezeichnet die ndchsten Nachbarn auf dem vorgegebe-
nen Wechselwirkungsgraphen, der hier durch ein kubische Gitter in D rdumlichen
Dimensionen ist (s. Abbildung 5.2 fiir D = 2).

o Falls J > 0, ist es energetisch glinstig, die Spins in die gleiche Richtung auszu-
richten: Tendenz zum Ferromagnetismus.

e Falls J < 0, gibt es entsprechend eine Tendenz zum Antiferromagnetismus.
o Ein dufleres Magnetfeld B > 0 versucht Spins nach oben auszurichten.

e Wir betrachten J > 0. Als Funktion der Temperatur sollte bei der Curietempe-
ratur T = T, ein Phaseniibergang zwischen geordneter ferromagnetischer Phase
(T' < T¢) und ungeordneter paramagnetischer Phase (7' > T¢) auftreten.

o Ferromagnetische Phase hat eine spontane Magnetisierung. Kooperative Pro-
zesse setzen ein, die alle Spins in die selbe Richtung zeigen lassen, obwohl die
Hamiltonfunktion H nur kurzreichweitig Wechselwirkung enthélt. Das bedeutet,
dass aus Regeln fiir das Verhalten néchster Nachbarn langreichweitige Korrela-
tionen und langreichweitige Ordnung entsteht!

Die Magnetisierung ist die Observable

N
M(s) = po »_ si. (5.126)
i=1
Eine spontane Magnetisierung liegt vor, falls
N
(M) =0y (s:) (5.127)
i=1
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fiir B = 0 einen makroskopisch nichtverschwindenden Wert hat, siche Abbildung 5.3
fiir die spontane Magnetisierung im 2D-Ising-Modell. Haufig schreiben wir auch

(M) = jo(Ns — N_), (5.128)

wobei N4 die erwartete Anzahl der Spins s; mit Wert +1 ist.
Beide Richtungen (Vorzeichen) von M sind bei B = 0 moglich, eine davon wird
realisiert. Dies nennt man Spontane Symmetriebrechung:

o Hamiltonfunktion besitzt volle Symmetrie unter s; — —s; (fir alle Spins gleich-
zeitig). Dies gilt gedoch nicht fiir den Grundzustand und die Magnetisierung
M.

e Spontane Symmetriebrechung ist ein sehr wichtiges Konzept, z.B. bei der Be-
schreibung der schwachen Wechselwirkung in der Teilchenphysik, dem Meiss-
nereffekt in der Supraleitung u.v.m.

e Das realisierte Vorzeichen von M héngt von der Vorgeschichte ab.

5.4.1 Zustandssumme

Implizit haben wir U als Makronebenbedingung und N und B als Mikronebenbedin-
gung gewéhlt. Die Zustandssumme ist

ZB:BN)= Y, e O
se{-1,1}N

N
E E eﬂ"OBZizl 8 e’@JZ“ﬂ S8

s1==+ sN==%

(5.129)

Das Magnetfeld entspricht dem chemischem Potential, welches die Magnetisierung
(M) = N4 — N_ steuert.

5.4.2 Das 1D-Ising-Modell

In einer Dimension (Ising-Kette) ldsst sich die die Zustandssumme in elementarer
Weise exakt ausrechnen. Fiir die Rechnung ist es hilfreich pug = 1 zu setzten. Die
Wechselwirkung ist die Summe tiber einen Index, d.h.

N
H(s) == (Jsisiz1 + Bsi), (5.130)

i=1

wobei wir periodische Randbedingungen sy.1 = s1 wiahlen. Dann lasst sich die Trans-
fermatrizmethode anwenden: Wir werden gleich sehen, dass die Zustandssumme die

./pics/Magnetisierung.pdf

Abbildung 5.3: Spontanmagnetisierung
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Spur eines Produktes von N identischen 2 x 2 Matrizen
oBU+B) o —BJ

mit Eintragen A(s;, $;41) ist. Die Matrix A heifit Transfermatriz, da sie einen Platz
weiter entlang der Isingkette propagiert. Die Zustandssumme ist damit

7 - Z Z ﬂeB(Jsis¢+1+BSi)

s1==+ sy=*x1i=1

N
= E E Heﬁ(%Si+Jsisi+1+gsi+l)
s1=%

sn=Fi=l (5.132)
o oBUHB) =8I \ N
= ( o—BJ eB(JB)> ]
= Tr[AN]
=AY+ AN

mit den Eigenwerten A+ der Matrix A. Jeder Eigenwert A von A muss det(A—\1) =0
und damit
A2 — 2cosh(BB)e? N + e —e728 =0 (5.133)

erfullen. Damit ist

Ay = (cosh(ﬂB) +y/cosh®(BB) — 1 + e—4ﬁj) (5.134)

Fir N — oo dominiert der grossere Eigenwert die Zustandssumme (5.132). Damit
folgt fir grofle N
InZ(T,B,N)~ Nln(\;) (5.135)

bzw. F ~ —kTN In(\y). Fir B = 0 folgt
Z = [2cosh(BJ)]V . (5.136)

Die Magnetisierung erhalten wir als Ableitung nach B (was wieder aus der Definition
der Zustandssumme folgt),

14 0
(M) =M = kTZa—BZ(RBJV)lB:U =+ o5 e In(Z(T,B,N)).  (5.137)

Fiir B — 0,7 > 0 ist Z bzw. In(Z) eine analytische Funktion von B? (Taylorentwick-
lung in B? existiert). Damit folgt sofort

M(B=0)=0 (5.138)

In einer Dimension gibt es bei endlicher Temperatur keine spontane Magneti-
sierung.

Dies ist ein Spezialfall des Mermin-Wagner Theorems. In diskreten Systemen (wie
Spinsysteme) zerstoren Fluktuationen jegliche Ordnung fiir 7' > 0 in einer Raumdi-
mension (vollig allgemein, nicht auf diese Art von Modell beschrinkt).

Physikalische Erklarung: Wir betrachten die Spinkonfiguration wo die ersten N/2
Spins den Wert s; = + und die anderen Spins den Wert s; = — haben. Voll
ausgerichteter Ferromagnet hétte Energie —NJ. Dieser Zustand hat jedoch Ener-
gie H(s) = (—N + 4)J, und Magnetisierung 0 (,,ungeordnet). Hier haben wir zwei
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Domdnenwdnde (dort d&ndern sich die Spinausrichtungen), mit jeweils Energieverlust
von 2J. Fiir grosse N ist die relative Energieinderung also nur von Ordnung 1/N,
d.h. kleine Energiefluktuationen zerstoren bereits die magnetische Ordnung.

5.4.3 2D Isingmodell

In zwei Dimensionen sind Doménenwédnde Linien, und kosten relative Energie o
N~1/2_ Hier gibt es eine kritische Temperatur T,, so dass fir T < T, eine ferro-
magnetische Phase gegeben ist (ebenso in 3D). Dies ist aber hochst nichttrivial, und
wurde erst durch die exakte Losung des 2D Isingmodells durch Lars Onsager (1944)
gezeigt. Die Herleitung wiirde zu weit fiihren, das Resultat ist mit § = 1/(kT) fiir
B=0

Z = [2cosh(BJ)e!|N = e=FF (5.139)
mit -
I= /0 %m (;[1 +4/1 — k%sin? ¢]> (5.140)
und inh(28)
sin
7cosh2(26J) . (5.141)

Die freie Energie F' hat fiir k > 1 eine Verzweigungsschnitt (Uneindeutigkeit des
Logarithmus), und damit auch tatséchlich eine spontane Magnetisierung. Die kritische
Temperatur T, auch Curie-Temperatur genannt, erfillt

. 251nh(22J/k:TC) _1, (5.142)
1+ sinh”(2J/kT)
was impliziert, dass
kT, 2
sinh(2J/kT,) =1 — —° = ———— ~2.269. (5.143)

J In(14++v2)

Eine spontane Magnetisierung M (T') nahe T' = T, (aber unterhalb) folgt dann in der
Form

% (T, —T)" (5.144)

mit kritischem Ezxponenten n = 1/8. Die Warmekapazitit Cy folgt aus der exakten
Losung in der Form (nahe T¢)

Cv  kpB*0*WZ(B) _ sk

=N Tz?(ﬂj)an\l/(Tch)L (5.145)

d.h. die Warmekapazitit divergiert logarithmisch.
Die kanonische Verteilung ist hier explizit durch den Wahrscheinlichkeitsvektor p mit
Komponenten

o—BH(s) o
Ps = — (5.146)
gegeben. Die Korrelation zwischen zwei Spins 4, j € [N] ist
I'(i, ) = ((Si = (Si)) (S; — (S3))) (5.147)
= (SiS;) — (Si)(S;), (5.148)

wobei wobei alle Erwartungswerte bzgl. p genommen werden und 5; die Zufallsva-
riable mit Werten in {—1,+1} ist, die den i-ten Spin beschreibt und hier thermisch
verteilt ist, d.h. der Zufallsvektor S ist geméss des Wahrscheinlichkeitsvektors p ver-
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teilt. Onsager hat auch gezeigt, dass die Korrelationen wie
T,(i,5) < cg e~ Bli—il/&(B) (5.149)

abfallen mit Korrelationldnge
1

o T — T,

(5.150)

und kritschem Exponenten v = 1.

Das 3D Isingmodell ist bisher nicht analytisch gelést worden. Numerische Arbeiten
zeigen T3P ~ 2T2P mit kritischem Exponenten

n~0.313. (5.151)
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